Statystyka

Zmienne losowe



Zmienna losowa

Zmienna losowa jest funkcja, w ktorej kazdej wartosci
x € R odpowiada pewien podzbiér zbioru Q
bedacy zdarzeniem losowym.

Zmienna losowa powstaje poprzez
przyporzadkowanie kazdemu zdarzeniu
elementarnemu liczby rzeczywistej. Wtedy wartos¢
zmiennej losowej ma swoje prawdopodobienstwo.

Czyli zmienna losowa ma wartosci oraz
prawdopodobienstwo



Typy zmiennej losowej

Ze wzgledu na rodzaj zbioru zdarzen elementarnych
(skonczony, nieskonczony, przeliczalny, nie
przeliczalny) wyr6zniamy typy zmiennych
losowych:

# zmienna losowa skokowa - gdy Q skoniczony lub
nieskoniczony ale przeliczalny

# zmienna losowa ciggla - gdy €2 nie przeliczalny i
jest przedziatem lub sumg przedziatow



Funkcja rozkladu

Funkcje przyporzadkowujaca kazdej wartosci zmiennej
losowej odpowiednie prawdopodobienstwo nazywamy
funkcja prawdopodobieristwa zmiennej losowej

funkcja rozkltadu prawdopodobienistwa dla zmiennej
losowej skokowej

funkcja gestosci dla zmiennej losowej ciaglej



Zmienna losowa skokowa

funkcja rozkladu prawdopodobienstwa
F(x)=P(X=X)=p

0<f(x)<1

Ooraz

Zf(xi)zzpi =1



Zm. losowa ciggla funkcja gestosci

£ (x) = A"mo P(X < XA< X + AX)
X—> X

f(x)>0  da X €R

Ooraz

Tf(x)dx:l

—Q0



Zmienna losowa skokowa

0 0,22
1 0,46
2 0,32




Zmienna losowa ciggta

f () = {12(x2 ~x%) dlaxe(0,1)
0 dlax ¢(0,1)

f \
L S\
I

0 0,2 04 0,6 0,8 1 1,2




Podstawy rachunku catkowego

F(x) jest funkcja pierwotna dla f(x)

LSE=F00 = [f)d=F(x)+C

f f(x)dx =[F(x)]. = F(b) - F(a)



Podstawowe wzory

J-OdX=C jldX=x+C
Xa+l
J-xadx: +C,a#-1
a+1
jldx=ln\x\+c
X
» a’
_[a dx = +C, a>0, a=1
Ina



Przyklad

f(x):{12(x2 —-x°) dlaxe(0,1)

0 dlax ¢ (0,1)
fo=0 dla x <0
j f()dx=1[@2x*-12x%)dx ~ dla0<x<1
(0=0 dla x> 1
1 X3 1 X4 1
j f (x)dx = j (12X —12x3)dx:|12— _|12_ _
0 3 . 4 )

=[ax*] ~|3xY| = (4-0)-(3-0)=1



Zm. ciagla - przykiad

dla x<-1
0,05+0,05x dla -1<x<3
f(x)=40,2 dla 3<x<4
04-0,05x dla 4<x<8
0 dla x>8
0,25 A \
f f(x)=0.2
0,2 -
015 - /\
f(x)=0,05+0,05x
, f(x)=0,4-0,05x
4 2 4 6 8 X 10




Zm. ciggla - przykilad

+00 3 4 8
j f (X)dx = j (0,05+0,05x)dx + j (0,2)dx + j (0,4 —0,05x)dx =
-1 3 4

—00

3 8

2

[0,05x+o,05X?

2

0.4% —0 05—
2

+\O,2x\;1 +
-1
={(0,05-3+0,025-3%) — (0,05 (~1) + 0,025 (~1)2)}+
+{0,2-4-0,2-3}+
+{(0,4-8-0,025-8%)— (0,4-4—0,025-4%)} =
={(0,15+0,225) - (-0,05+0,025)}+{0,8—-0,6}+
+{(3,2-1,6)-(1,6-0,4)} =
={0,375+0,025}+{0,2} +{16-1,2} =0,4+0,2+ 0,4 =1

4



Zm. ciagla - przykiad

f(X) 0,25 ]




Dystrybuanta zmiennej
losowej - F(x)

Mozemy utworzy¢ funkcje taka, ktora okresli
prawdopodobienistwo, ze zmienna losowa nie przekroczy
wartosci tej funkcji:

F(Xo) — F(X — Xo) — P(X < Xo)

funkcje te nazywamy dystrybuanta zmiennej losowe;

F(Xo) — P(X < XO) — Z P(Xi) — Z pi dla zmiennej

losowej skokowej
X; <Xg X; <Xg

F(Xx,)= Xff(x)dx

dla zmiennej losowej ciaglej



Dystrybuanta F(x)

Pi F(x:)
0,22 ||0,22
0,46 6,68
0,32 1

kumulacja

prawdopodobienistwa



Dystrybuanta

0,6

04

02 ®

Y
~N
N

® o



Dystrybuanta : m

1,2

0,9

0,6

dlax <0
0,3 F(x)=1<4x>-3x* dla0<x<1
1 dlax>1
O 1 [ [ [ | [ 1
0 0,2 04 0,6 0,8 1 1,2



O

O

O

O

Wiasnosci dystrybuanty

Ograniczona (wynika z wlasnosci
prawdopodobienstwa)

Co najmniej prawostronnie ciagla
Niemalejaca

Okreslona dla liczb rzeczywistych



Przykiad

Dla jakiej wartosci parametru A dana funkca moze byc

funkcja gestosci zmiennej losowej X.

f(x) =1

L LA dlat<x<4

Jx

0 dla pozostalych

Tf(x)dh}[ ;+A] (2f+Ax} =24 +4A-21- A=

1

_3A+2=1= A=_1



Zastosowanie dystrybuanty

0 dla x<-1
0,05x +0,025x% +0,025 dla -1<x<3
F(x)=<0,2x-0,2 dla 3<x<4
0,25 - 0,4x —0,025x> — 0,6 dla 4<x<8
f(x) 1 dla x>8
0,2 A
0,15 -
0,1 -
F(x=4)=0,6
? F(x=3)=0,4
2 0 2 4 6 8 X 10

P(3< X <4)=F(X =4)-F(X =3)=0,6—0,4=0,2



Przyklad

Xi F(xi)

2 0,35

3 0,66 Ktore zdanie jest
4 1 prawda

P(3< X <4)=F(X =4)—F(X =3)=1-0,66 = 0,34
P(3< X <4)=F(X =4)—F(X =3)=1-0,66 = 0,34
P(3< X <4)=F(X =4)—F(X =3)=1-0,66 = 0,34
P(3< X <4)=F(X =4)—F(X =3)=1-0,66 = 0,34



Parametry zmiennej losowej

# EX - wartos¢ oczekiwana
# D2X - wariancja
# DX - odchylenie standardowe

# inne, np. kwantyle, mediana, warto$¢ modalna

itd.



Wartoséé oczekiwana

>'x-p;  dlazm.losowej skokowej

EX =< +x
j x- f(x)dx dla zm.losowej ciaglej

Wartos¢ oczekiwana EX wyznacza
polozenie najbardziej prawdopodobne;
wartosci zmiennej losowej



Wartoé¢ oczekiwana

EX =) x-p; =0-0,22+1-0,46+2-0,32 =

=0+0,46+0,64=11

P

0 04 0,8 1,2

1 1

1
EX =jx- f (X)dx =j(x-12x2 —x-12x°)dx =

0

5
122
5

4
122
4

0 0

=[sx‘| ~[2.4x, =(3-0)-(2.4-0)=06



Wartos¢ oczekiwana J/\

+00 3 4 8
EX = j x- f(xX)dx = j (0,05x +0,05x%)dx + j (0,2x)dx + j (0,4x —0,05%?)dx =
—00 -1 3 4

3 4 8

2 3

[0,052— +0,05—
2 3

2

02X
2

2 3
042 _0052
2 3

+
-1

+

3 4

={(0,025-3: +0,05-34) (0,025 (-1)* +0,05- (‘1)%)}+
+{01-4° -01-3°}+

+{(0,2-82-0,05-84) ~(0,2-47~0,05-4°4)} =
— {(0,225+0,45) — (0,025—0’0% )}+{L,6-0,9}+

+{128-2504) - (32-3%)}=

—{0,65+905/1 1 1073+ {9,6 - 224/3=10,95-223%/ —10,95-7,45=35
3 3

3:



Wariancja

D> (% —EX)?-p;=> xip,-EX? dla skokowej

D*X =+

j(x— EX)2- f(x)dx = sz f(x)dx—EX? dlaciaglej

Wariancja jest miarg rozrzutu wartosci
zmiennej losowej wokot wartosci
oczekiwanej



Wariancja

04

02 ¢

0 1 2
D*X =Y x*-p; —EX*=0"-0,22+1%-0,46+2°-0,32-11" =

=0+0,46+1,28-1,21=0,53

[

0 04 0,8 1,2

1 1

1 5
EX = sz f(X)dx—EX 2 = j (12x* —12x°)dx — 0,62 = 12)‘5 ~0,36 =
0

6
o
6

0 0

2,4x5‘z _ ‘2x6‘2 ~0,36=(2,4—0)—(2—0)—0,36 = 0,04




f(x)

Wariancja

+00 3 4 8
D2X = j x2f (x)dx — EX 2 = j (0,05x2 +0,05x°)dx + j (0,2x%)dx + j (0,4x% —0,05x%)dx — 3,5% =
—00 -1 3 4

3 4 8

~35% =

3 4

_ 0,052 +0,06°—
3 4

3

02X
3

3 4

+ 042 _005%
3 4

-1

= {(0,05-37 +0,05-37/) - (005- (I © 40,05- (‘1)%)}+
+{0.2- 44 -02-343+

+{(04-84 -005-8"/)—(04-474 ~0,05-4/)}-35" =
_ {(0,45 +0,0125-81) — (—O’O% +0,0125)}+ {28, 183+

+{(P0%8, —512) - (P56[ ~32)}-35% =
_ {145+ O’O% }+ {284 -18)+ {792/ — 48} -12,25= 192’0% 60,6 = 64,0167 — 60,6 = 3,4167

_|_

3 4



Odchylenie standardowe

DX =+/D?X

Wskaznik zmienno$ci
DX
VX = =2
EX

PR
EX 1,1 0,6 3,5

D2zX 0,53 0,04 3,4167

DX 0,7280 0,2 1,8484

VX 0,6618 0,3333 0,5281




Kwantyle

Kwantylem rzedu q zmiennej losowej X jest taka liczba x,, ze

P(X <x,)=q czyli F(x,)=¢q

Kwantyl rzedu !/, nazywamy mediang (Me), lub inacze;
wartoscig srodkowaq (EDs - dosis effectiva - mediana dawek
efektywnych, LD, - dosis lethal - mediana dawek
Smiertelnych - w medycynie czy przy truciznach).

e Kwantyle ¥/, dla k=1,2,3 to kwartyle
e Kwantyle ¥/,,dla k=1,2...9 to decyle
e Kwantyle ¥/, dla k=1,2...99 to centyle



Wartosé¢ srodkowa - mediana

Mediana (Me) to kwantyl rzedu 0,5

P(X <X,5)=05
czyli
F(X,5) =05

Jezeli EX=Me torozkilad zmiennejlosowej jest
symetryczny



Kwantyle
[x T o]

O (0,22
1 0,46
2 0,32

[suma] 1 |
0
0

B -
O,Zf T 0,68 T 1




Kwantyle

fx) %207 0 dla x<-1
021 0,05x + 0,025x* + 0,025 dla -1<x<3
0,15 - F(x)=:0,2x-0,2 dla 3<x<4
i 04x-0025x2-0,6  dla 4<x<8
1 dla x>8
(y

0,05X, 55 +0,025%? ,; +0,025 = 0,25
0,025x2 5 +0,05X, ,; —0,225 =0

A =0,05% —4-0,025- (—0,225) = 0,0025 + 0,0225 = 0,025
Xy 55 = (—0,05+/0,025) /(2-0,025) = 2,1623



Wartos$¢ modalna

Wartos¢ modalna (M(Q to taka wartosc
zmiennej losowej X dla ktore; funkcfa
gestosci przyjmuje maksimum lokalne.

Dla zmiennej losowej skokowej wartosc¢
0 najwyzszym prawdopodobieristwie.

Rozklad moze by¢ jedno i dwumodalny



Wspolczynnik asymetrii
Wspotczynnik asymetrii (skosnosci) rozkladu zmiennej losowej X :
( > (4 ~EX)%- i /DX dla skokowe]

i

Y1=97%
j(x— EX)3. f(x)dx/D3X  dla ciagle]

L —00

Dla rozkladow jednomodalnych:
, _ EX=Mo
© DX

Gdy v, =0 to rozklad symetryczny



Przykiad

W klatce znajduja sie cztery biale myszy i dwie szare. Myszy przechodza tunelem
do innej klatki, przy czym zakladamy, ze wchodza do tunelu niezaleznie.
Wartoscig zmiennej losowej jest numer pierwszej szarej myszy przechodzacej
tunelem. Wyznaczy¢ rozklad zmiennej losowe;.

Obliczy¢ EX, DX zmiennej losowej

1 5/15 15 15 15 15 15

2 4/15 _5+8+9+8+5 35 7

3 3/15 15 15 3

4 2/15 2

5 1/15 WX=f53Q?ﬁ+§_§HH3+§_£{?j=
15 15 15 15 15 3

5+16+27+32+25 49 105 49 63-49 14

15 9 15 9 9 9
Me =2 Mo =1



Przykiad

Dla jakiej wartosci parametru A dana funkcja moze byc¢ funkcja gestosci
zmiennej losowej X. Obliczyc¢ EX, DX

-

1
—+ A dlalsx<4
f (0 =1 Jx
A 1 0 dla pozostalych
3
4 0 1 421_212416162113
EX_'l[Xf(X)dX_l(ﬁ__ jdx—_!(x ——xjdx_(—x _= j 3 e 3 e e
D?X =jx2f(x)dx—E2X =j(%2—%x2jdx_%_
VX

169 64 64 2 1 169 62 421 127
36595936536180

r\J\oo

1

12y, 169 _ gxg_lxs
3 36 (5 9 1
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