Wybrane rozklady
zmiennych losowych

Statystyka



Rozklad dwupunktowy

Zmienna losowa przyjmuje tylko dwie wartosci:
wartos¢ 1 z prawdopodobiefistwem p
i wartos¢ 0 z prawdopodobieristwem 1- p




Rozklad dwupunktowy

Funkcja rozkltadu prawdopodobienistwa
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Rozklad dwupunktowy

Dystrybuanta
0 dla x<0
F(xX)=<1-p dla 0<x«<l1
1 dla x=>1
1.0 3 Fix) *
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Rozklad dwupunktowy

Parametry

EX=p

DX = p(1-p)
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Rozkiad dwupunktowy

Przykladem cechy opisywanej przy pomocy rozkladu
dwupunktowego moze by¢:

stan zdrowia (zdrowy i chory),

ple¢ (samiec czy samica),

przezywalnos¢ (zyje lub nie zyje),

rogatosc (rogaty czy bezrozny)

i wiele innych.

Przykladem moze by¢ rowniez para alleli w locus, przy
zalozeniu istnienia tylko dwoch alleli



Rozklad dwumianowy
(Bernoulli'ego)

Wykonujemy n niezaleznych doSwiadczen w nie
zmienionym schemacie. W kazdym z doSwiadczen moze
pojawic sie sukces (,,1”) z prawdopodobienstwem p albo
porazka (,,0”) z prawdopodobieristwem 1-p. WartoSciami
zmiennej losowej jest liczba sukcesow k =0,1,...n
uzyskanych w takiej serii doSwiadczen. Rozktad
dwumianowy jest zatem suma n zmiennych zero-

jedynkowych.



Rozklad dwumianowy
(Bernoulli'ego)

Prawdopodobienstwo kazdej wartosci zmiennej losowe;
obliczamy postugujac si¢ wzorem:

P, o (X =k)=[ ]pk(l— 0)"* gy O<p<1 oraz k=01.n



Trojkat Pascala

1 9 36 84 112 112 84 36
1 10 45 120 196 224 196 120



Przyklad Rozklad dwumianowy (Bernoulli'ego)

Wiadomo, ze wsrod cielat 70% jest odpornych na dany rodzaj infekcji.
Niech zmienng losowa bedzie liczba odpornych sposréd czterech cielat.

P(X =0) = @ .(0,7)°-(0,3)* =1-1-0,0081 = 0,0081

4
P(X =1) = (1 .(0,7)*-(0,3)° = 4-0,7-0,027 = 0,0756

4)
P(X =2)= (2 -(0,7)2 -(0,3)2 =6-0,49-0,09 =0,2646

4
P(X =3) = 3) .(0,7)%-(0,3)" = 4-0,343-0,3 = 0,4116

4
P(X =4) = 4)(0,7)4 .(0,3)° =1.0,2401-1 = 0,2401



Rozklad dwumianowy
(Bernoulli’ego)




Rozklad dwumianowy
(Bernoulli'ego)

(0 dla x<0
0,0081 dla 0<x<1
0,0837 dla 1<x<?2

F(x) =+

0,3483 dla 2<x<3

0,7599 dla 3<x<4

1 dla x>4
1.0 £Fix) *
0.8 - —
0.6 1
0.4 - —_—
0.2 1
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Rozklad dwumianowy
(Bernoulli'ego)

Parametry zmiennej o tym rozkladzie

EX=n-p D2X =n-p-(L- p)

EX =4.0,7=28

D’X =4-0,7-(1-0,7) = 0,84



Rozklad dwumianowy
(Bernoulli’ego)

p=0,5
n=7

of
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Rozklad jest symetryczny



Rozklad geometryczny

Rozklad geometryczny - wynik ciggu niezaleznych
doswiadczen, ktore powtarzane sa tak dtugo, az pojawi
sie sukces z prawdopodobienstwem p. Seria sktada sie
zatem z (k + 1) doswiadczen, w tym k - porazek i jednego
sukcesu. Wartoscig zmiennej losowej jest liczba
doswiadczen poprzedzajacych sukces, (tzn. czas
oczekiwania na sukces). Zmienna losowa ma
nieskonczenie wiele wartosci.

P (K)=@0-p)p oraz0<p<l k=0,12..



Przyklad Rozklad geometryczny

Zalozmy, ze kazdorazowe szczepienie powoduje xi | P(X=x)
odpornosc u 60% zwierzat, a efekty kolejnych szczepienr 0 0,6
sa niezalezne. Ile razy powinno sie szczepic cieleta, aby 1 Uz
uzyskac co najmniej 95% odpornych zwierzat? § 0060398641
4 0,01536
X F(x) 5 | 0,00614
(0;0 ] 0
©0:1) | 06
(1:2) | 0,84
(2;3) | 0,936
(3;4) | 09744 1.0 & Fx) —— " "
(4;5) |0,98976 08 - L
(5,6) | 0,9959 el
0.4 A
0.2 A




Rozklad Poisson’a

Rozklad Poisson’a jest rozkladem granicznym dla ciggu
zmiennych losowych majacych rozklad dwumianowy. Wraz
ze wzrostem dlugosci serii (n) maleje prawdopodobienstwo
sukcesu (p), tak, ze np = const.

np—A tzn. limB, (k)= P, (k)

Dla rozkladu granicznego seria niezaleznych doswiadczen musi by¢
dluga (minimum 100), a prawdopodobienstwo sukcesu niewielkie.
Parametrem rozkladu Poisson’a jest A = np, illoczyn dlugosci serii (n) i
prawdopodobienstwa sukcesu (p). WartoSciami zmiennej, tak jak w
rozkladzie Bernoulli’ego, jest liczba sukcesow k = 0,1,2,.... Zbior
wartosci jest nieskonczony i przeliczalny. Prawdopodobieristwo
oblicza sie ze wzoru:

A

P, (k) = Fe_



Rozklad Poisson’a

Przykladem zjawisk, ktére mozna opisywac rozkladem Poisson’a
jest liczba wypadkéw w jednostce czasu, liczba bakterii w danej
objetosci, liczba zachorowan na rzadkie choroby, czy liczba awarii
jakiegos$ urzadzenia w danym przedziale czasu.

Jedynym parametrem rozkladu Poisson’a jest A. Jest ona zaréwno
wartoscig oczekiwang jak i wariancja zmiennej losowe;:

EX=A4 D’X=1



PRZYKLAD Rozklad Poisson’a

Wiadomo, ze prawdopodobienstwo pojawienia si¢ genetycznej wady
wlosa w okrywie lisow jest rowne 0,004. Wtasciciel fermy zlozonej z
800 lisow chce uzyska¢ informacje jakie jest prawdopodobienstwo, ze
na jego fermie znajdzie co najmniej trzy lisy z wada.

dtugos¢ serii n=800,
prawdopodobienstwa pojawiania si¢ wady p = 0,004
Zatem A =800-0,004 = 3,2

P(X 23)=1-P(X <3)=1—(P(X =0)+ P(X =1)+ P(X =2)) =
=1—(0,040762 + 0,130439 + 0,208702) = 1—0,379903 = 0,620097

A, 32

P(X =0) = Fe—ﬁ 32 = 0,040762
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Rozklad Poisson’a

o e
0 0,13533528
1 0,27067057
2 0,27067057
3 0,18044704
4 0,09022352
5 0,03608941
6 0,01202980
7 0,00343709
8 0,00085927
9 0,00019095
10 0,00003819
11 0,00000694
12 0,00000116
13 0,00000018
14 0,00000003




03 -
03 -

0,2 -

o 1 2 3 4 5 6 7

0,2

0,1

0,1

0,0

Rozklad Poisson’a
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Rozklad Poisson’a
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Srednia liczba bakterii w kropli substangji jest réwna 0,5. Z ilu kropli

Przykiad

nalezy utworzy¢ probke substangcji, aby z prawdopodobieristwem 0,95
znalazta si¢ w niej co najmniej jedna bakteria?

Rozklad liczby bakterii w kropli wody jest rozkladem Poisson’a o A = 0,5,
w dwoch kroplach wody liczba bakterii bedzie miata rozklad o A = 1,0 itd.

Trzeba obliczy¢ liczbe kropli, aby P(X>0) byto réwne 95%.

P(X>0) = 1- P(X=0)
Skoro P(X>0) = 0,95 to (PX=0) = 1 - P(X>0) =1 - 0,95 = 0,05

L. kropli 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5 5,0
P(X=0) |0,6065 |0,3679 |0,2231|0,1353 | 0,0821 | 0,0498 | 0,0302 | 0,0183 | 0,0111 | 0,0067




Rozklad jednostajny

Zmienna losowa, ktdra przyjmuje dowolng wartosc¢ z
przedzialu (a ; b) z jednakowym prawdopodobienistwem

. dla xe(a;b)
f(x) =+ b-a
0 dla x ¢ (a;b)
\ i
fix)
0,20 4
0,10 -
0,00 sp——— . . . . I—I—xm[}

g 9 10 11 12 13 14 15 16

17




Rozklad jednostajny

Dystrybuanta

0 dla x<a

F()=12"2 dla xe(ab)
b—a

1 dla x>D)

1.0 4
0.8 1
0.6 1
0.4
0.2 1

F(x)

0,0




Rozklad jednostajny

Parametry

EX:%(a+b)

1
D?X = —(b—a)?
12( )



Rozklad normalny

Rozklad normalny z wielu wzgledow jest najwazniejszym
rozkladem zmiennej losowej ciggte;.

Cechy bezposrednio mierzone, takie jak masy, wysokosci,
dlugosci, powierzchnie, objetosci, wydajnosci maja
rozklad normalny.

Btedy losowe majq rozklad normalny.

Ponadto wiele rozktadéw dazy do rozkladu normalnego w
okreslonych warunkach, czyli rozklad ten jest graniczny
dla wielu innych rozktadow.



Rozklad normalny

Funkcja gestosci rozkladu normalnego okreSlona dla
wszystkich liczb rzeczywistych

_(x=m)?®
2

20

1
=2

Dwa parametry rozkltadu normalnego:

EX=m D’X=0° DX=0



Rozklad normalny

Funkcja gestosci rozkladu normalnego okreSlona dla
wszystkich liczb rzeczywistych

_(x=m)?®
2

20

1
=2

Dwa parametry rozkltadu normalnego:

EX=m D’X=0° DX=0



Rozklad normalny - r6zne m

D

0,45 -




Roézne wartosci odchylenia standardowego

0,45 -

m— 1,5




Rozklad normalny

kazdy rozklad jest jednoznacznie okreSlony przez swoje dwa
parametry: warto$¢ oczekiwang m i odchylenie standardowe o, co
zapisujemy: X~N(m ; o),

jest symetryczny wzgledem prostej x=m, funkcja gestosci osiaga
maksimum dla EX, stad warto$¢ oczekiwana, modalna i mediana sa
sobie rowne

jest okreslony dla liczb rzeczywistych

prawdopodobienstwo wystepowania wartosci zmiennej losowej w
przedzialach liczbowych o koricach wyznaczonych przez parametry
rozktadu (m i o) jest jednakowe dla kazdej zmiennej o rozkladzie
normalnym. Zasada ta nazywana jest regula , trzech sigm” tzn:

Pim-o< X <m+o)=0,6826
PM-2-c< X <m+2-0)=0,9544
PMM-3-0< X <m+3-0)=0,9974



Rozklad normalny

regula ,trzech sigm”

e53%
- o5 4% R
- 68,26% o
r ~
p-3¢ pu26 puoc u u+c  pt+2c u+3c

P(m—o <X <m+o)=0,6826
P(m-2-0<X <m+2-0)=0,9544
P(m-3.-0< X <m+3-0)=0,9974

Podobnie wartos¢ dystrybuanty dla wartosci zmiennej losowej
wyznaczonej przez parametry jej rozkladu jest jednakowa dla kazdej

zmiennej o rozkladzie normalnym, tzn:
Jezeli X,~N(m, ; o) oraz X,~N(m,; o,)

to F(X,=m,+ k-0) = F(X,=m,+ k-c,).



Standaryzacja

* Przeksztalcenie zwane standaryzacjg, jest liniowym
przeksztalceniem, w wyniku ktérego uzyskujemy
zmienng losowq o wartosci oczekiwanej rOwnej zero i
odchyleniu standardowym rownym jeden.

* Jesli zmienna X~N(m;0) to zmienna U zdefiniowana jako

ma rozktad normalny o parametrach 011, czyli
zmienna U~N(0 ; 1).




Standaryzacja

X; P;
1 0,25
2 0,2
5 0,25
7 0,15
10 0,15

1

U, P;
-1,099 0,25
-0,781 0,2
0,175 0,25
0,813 0,15
1,769 0,15

EX

EX

0,25
0,4
1,25
1,05
1,5
4,45

-0,2749

-0,1561

0,04382

0,12189

0,26529
0

0,25
0,8
6,25
7,35
15
29,65

0,30217

0,12191

0,00768

0,09905

0,46919
1

D2X

DX

D2X

DX

9,848

3,138



Przyklad

Obliczy¢ P(7<X<16) wiedzac, ze zmienna X~N(10 ; 4).

dla zm. los. ciaglej P(7<X<16) = F(X=16) - F(X=7)

F(X =16) = F(U =$)= F(U =15) =0,9332

F(X=7)=FU = 7%410) = FU =-0,75) =1— F(U = 0,75) =1-0,7734 = 0,2266

P(7 < X <16) = F(X =16)— F(X =7) =0,9332 - 0,2266 = 0,7066



Przykiad

Wzrost mezczyzn podlega rozkladowi normalnemu o sredniej 180 cm,
przy czym 2,5% mezczyzn jest nizszych niz 170,2 cm. Jaki procent
mezczyzn jest wyzszy niz 185 cm?

P(X <170,2) = F(X =170,2) = 0,025

F(X =170,2) = F(U = 170’2_180) = 0,025
O
2 tablic U = 2% - 196 = o =5
O
P(X >185)=1—-F(X =185)=1— F(U :185;180j:1— F(U =1)=1-0,8413=0,1587



Dystrybuanta rozkladu normalnego

z 0 001 002 003 004 005 006 007 008 0,00
0 | 50000 50399 50798 51197 51595 51994 52392 52790 53188 53586
01| 53983 54380 54776 55172 55567 55962 56356 56749 57142 57535
02| 57926 58317 58706 59095 59483 59871 60257 60642 61026 61409
03| 61791 62172 62552 62030 63307 63683 64058 64431 64803 65173
04| 65542 65010 66276 66640 67003 67364 67724 68082 68439 68793
05| 69146 69497 69847 70194 70540 70884 71226 71566 71904 72240
06| 72575 72907 73237 73565 73891 74215 74537 74857 75175 75490
07| 75804 76115 76424 76730 77035 77337 77637 77935 78230 78524
08| 78814 79103 79389 79673 79955 80234 80511 80785 81057 81327
00| 81594 81850 82121 82381 ,82639 82804 83147 83308 83646 83801
10| 84134 84375 84614 84840 85083 85314 85543 85760 85093 86214
11| 86433 86650 86864 87076 ,87286 87493 87698 87900 88100 88298
12| 88493 88686 88877 89065 89251 80435 89617 89796 89973 90147
1,3| ,90320 90490 90658 00824 90988 91149 91308 91466 91621 91774
14| 91924 092073 92220 92364 02507 92647 02785 02922 03056 93189
15| 933190 03448 03574 03699 03822 03943 04062 04179 04205 04408
16| 04520 04630 04738 04845 04950 05053 05154 05254 05352 05449
17| 95543 95637 05728 95818 95007 95994 06080 06164 96246 96327
18| 96407 96485 06562 06638 96712 096784 06856 06926 06995 97062
10| 07128 97193 097257 97320 07381 097441 07500 07558 07615 97670
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