Rozklady statystyk z proby

Statystyka



Rozklady statystyk z proby

Proba losowa pobrana z populacji stanowi realizacje
zmiennej losowej jak ciagg N zmiennych losowych (X,
Xy,...... Xy) Niezaleznych i majacych ten sam rozklad jak
rozklad zmiennej losowej w populacii.

Statystyka z proby nazywamy zmienng losowa (np. Zy,),
bedaca funkcja zmiennych X, X,,...... Xy. Statystykami z
proby sa, na przyklad, srednia arytmetyczna, wariancja
oraz inne parametry.

Rozklad statystyki z proby zalezy od rozkladu zmiennych
losowych X, X,,...... Xy 1 wielkosci proby.



Rozklady statystyk z proby

Préba Parametr Populacja
X Srednia arytmetyczna -wartosc¢ )
oczekiwana EX;m
52 warlancja D2X ; 52
S odchylenie standardowe DX; o

czestos¢ empiryczna -
prawdopodobieristwo P



Rozklady statystyk z proby

Jezeli znany jest rozklad statystyki z proby to na tej
podstawie mozna szacowac wartosci nieznanych
parametrow populacji. Znajomos¢ rozkladow statystyk z
proby jest zatem niezbedna we wnioskowaniu
statystycznym.

Rozklady statystyk z proby, w ktorych parametrem jest
liczba stopni swobody (zalezna od liczebnosci proby)
nazywane sg doktadnymi i sa wykorzystywane w
przypadku matych prob.

Jezeli znalezienie dokladnego rozkladu statystyki nie jest
mozliwe, wykorzystywane sg rozktady graniczne
statystyk , ale wtedy wymagana jest duza proba.



Srednia - wartosc¢ oczekiwana

X~N(m,o0) - znana o

XN ~ N(m,—)

N

a po standaryzacji wyrazenie

NZM N~ N

O



Srednia - wartosc¢ oczekiwana

X~N(m,o) -nie znana o

XNS_m N ~t(N =1)

ma rozklad t-Studenta z 1ss (v) = (N - 1)



Rozklad t-Studenta
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Srednia - wartosc oczekiwana

Jezeli zmienna ma dowolny rozkltad to na mocy
centralnego twierdzenia granicznego, dla duzych prob:

DX
Xy ~ N(EX,—=)

N



roznica srednich — r6znica wartosci oczekiwanych

Jesli X;~N(m,,0,) oraz X,~N(m,,c,) i znane sg odchylenia
standardowe obu rozktadéw to r6znica Srednich préb ma

rozklad normalny:

2 2
)_(1—i2 ~N ml—mz;\/al + 92
N1 Np
a po standaryzacji
(X —Xp)—(mg —mp) N (0:1)

2 2
of 02
N1 Ny



roznica srednich — r6znica wartosci oczekiwanych

Jesli X;~N(m,,0,) oraz X,~N(m,,c,) - odchylenia standardowe
s nieznane, to wyrazenie zawierajace roznice Srednich dwoéch
prob ma rozklad t-Studenta z liczbg st. swobody v= N;+N, -2

()_(1 - )_(2) _(ml_ m2) ~ t(Nl n N2 _2)

X1 =X

s _ (N, -DS7 + (N, -1S;( 1 L
o N, +N, -2



roznica srednich — r6znica wartosci oczekiwanych

Jesli zmienne X, oraz X, sa zmiennymi losowymi o
dowolnym rozkladzie to na mocy centralnego twierdzenia
granicznego dla duzych prob rozklad r6znicy dwoch

Srednich arytmetycznych jest rozkladem normalnym:

2 2
X, — X, ~ N Exl—Exz;\/i1 +i|2
1 2




Przyklad

Wysokos¢ w kiebie koni rasy Slaskiej ma rozktad normalny X;~N(170; 5), a
koni wielkopolskich X,~N(168 ; 4). Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze
Srednia arytmetyczna 9 elementowej proby wylosowanej z populacji koni
slaskich jest wieksza o co najmniej 1 cm od Sredniej 16 elementowej proby
wylosowanej z populacji koni wielkopolskich.

Poszukujemy: P(X, > X, +1)=P(X, — X, >1)
E(X, —X,) =, — 1, =170-168 =2
. — (721 (722 25 16 34
D(xl—xz):\/l\Il + N, = /9 +E: / Azl,944

P(X, X, >1) =1-F(X, - X, =1) =1— F(U :j;—ﬁ) =1-F(U =-0,514) =

~1-(1- F(U =0,514)) = F(U =0,514) = 0,6964



Wariancja w probie — wariancja w populacji

Jezeli zmienna losowa X ma rozklad normalny
(X~N(m, o)), to dla dowolnej N-elementowej
proby ponizsza statystyka ma rozktad Chi-
kwadrat Pearson’a

(N—1)-S2

O

~ 7*(N-1)



Rozktad chi-kwadrat
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Przykiad

Mierzac dtugos¢ skor lisobw zaklada sie, ze btad pomiaru ma rozkiad
normalny N(n=0; 6=0,5 cm). Obliczy¢, jaka jest szansa, ze wariancja w
probie zlozonej z danych o diugosci dziesieciu skor nie przekroczy 0,15 cm?.

N-1)-S®  zawierajgca wariancje z proby i populacji
statystyka ] Je = proby 1 popHiad]
2

ma rozklad chi-kwadrat o 9 stopniach swobody

(N-1)-S° .9-015
o2 0,25

P(S*<015) = P( ]: P(y:, <540)=F(y; ,=540)~0,2



odchylenie standardowe w probie i w populacji

Jesli zmienna losowa X ma rozklad normalny (X~N(m,o))
oraz proba jest duza, (liczaca co najmniej 120 elementow),
to odchylenie standardowe tej proby bedzie mialo rozklad

normalny:
—)

V2N

Dla nieznanego odchylenia standardowego populagji stosuje
si¢ przyblizenie:
S

S~N(o,—
V2N

S ~ N(o;



Iloraz wariancji dwoch prob i iloraz wariancji
dwoch populacji

Jesli zmienna losowa X;~N(m,,0,) oraz zmienna losowa
X,~N(m,,c,) to iloraz wariancji dwoch préb o
liczebnosciach N; i N, pobranych z dwoch populacji ma
rozklad F -Snedecora,

2

51 2 2 2

O, S, o,
2 ~ a2 2

S, A S, o
O,




Rozklad F - Snedecora

0,8 -




Przykiad

Wysokos¢ w kiebie w populacji koni rasy $laskiej jest zmienna losowa o
rozkladzie normalnym X;~N(170;5), a w populacji koni wielkopolskich
X,~N(168;4,47). Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze wariancja 9-
elementowej proby wylosowanej z populacji koni $lgskich jest co
najmniej pieciokrotnie wieksza niz wariancja 16-elementowej proby
koni wielkopolskich

2 2 2 2
P(Sl N 5) i p@l.az . 5.02] _ P(F > 5-19;;81) _ P(F >3,996) ~ 0,01



Czestosc empiryczna — prawdopodobienstwo

Jezeli proba jest duza (co najmniej 100-120 elementéw) i

obserwujemy w niej ceche o rozkladzie dwupunktowym, to

czestos¢ empiryczna sukcesu (w: m j
N

na mocy omowionych twierdzen granicznych, bedzie miata

rozktad normalny: ]
W ~ N(p;\/w'(N_W)j

~ N(0;1)

a po standaryzacji:
wW-p

\/W-(l—W)
N




roznica czestosci empirycznych — r0znica
prawdopodobienstw

Jezeli proby pochodzace z dwoch populacii sa duze (co najmnie;
100-120 elementow w kazdej) i w kazdej populacji obserwujemy
te sama ceche o rozkladzie dwupunktowym, to r6znica czestosci
empirycznych sukceséw (w;-w,), na mocy oméwionych
twierdzen granicznych, bedzie miata rozklad normalny:

1 1 . m, + m
W, —W, ~ N —p,: |[W-(1-W)- + dzie W=—2 =
) — W, (pl pz\/ ( )(Nl Nzn g N, TN,



Wiadomo, ze prawdopodobieristwo pojawienia sie albinosa w populacji
jest rowne 0,06. Jaka jest szansa, aby wsrod 200 miodych urodzonych na

Przykiad

fermie pojawilo si¢ co najmniej 15 albinoséw.

P(w > 0,075) = P

wW—p S 0,075-p
\/p-(l— p) \/p-(l— p)
N N

U

075-0,06

0,
>

J

0,06-0,94

200

=PU >0,893)=FU =wx)-F(U =0,893) »1-0,8141=0,1859
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