
Rachunek prawdopodobieństwa 
kombinatoryka 
 

n

k k

W n=
   

n

k

V
n

n k
=

−

!

( )!

   

 
n

k

C
n

k

n

k n k
=







 =

 −

!

! ( )!

 

prawdopodobieństwo warunkowe 
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prawdopodobieństwo całkowite 
 P A P A A P A P A A P A P A A P An n( ) ( / ) ( ) ( / ) ( ) ... ( / ) ( )=  +  + + 1 1 2 2

 

wzór Bayes’a na wielkość prawdopodobieństwa a’posteriori 

 𝑃(𝐴𝑘/𝐴) =
𝑃(𝐴𝑘)⋅𝑃(𝐴/𝐴𝑘)

∑ 𝑃(𝐴𝑖)⋅𝑃(𝐴/𝐴𝑖)𝑛
𝑖=1

 

 

Zmienne losowe 
wartość oczekiwana 

 EX x pi i

i

k

= 
=


1

     

wariancja 

 𝐷2𝑋 = ∑(𝑥𝑖 − 𝐸𝑋)2𝑝𝑖 = ∑ 𝑥2 𝑝𝑖 − (𝐸𝑋)2 

kowariancja 
 CXY x EX y EY p EXY EX EYi j ij

i j

= −  −  = −  ( ) ( )
,

 

wartość oczekiwana i wariancja sumy zmiennych Z : Z = aX + bY ,  W = cX + dY 
 𝐸𝑍 = 𝑎 ⋅ 𝐸𝑋 + 𝑏 ⋅ 𝐸𝑌 
 𝐷2𝑍 = 𝑎2𝐷2𝑋 + 𝑏2𝐷2𝑌 + 2𝑎𝑏𝐶𝑋𝑌 
 𝐶𝑋𝑍 = 𝑎𝐷2𝑋 + 𝑏𝐶𝑋𝑌 
 CZW acD X bcCXY adCXY bdD Y= + + +2 2  
 

Rozkłady zmiennych losowych - przykłady 
rozkład Bernoulli’ego (dwumianowy) 

 X~B(p)              𝑃(𝑋 = 𝑘) = 𝑃𝑛,𝑝(𝑘) = (
𝑛
𝑘

) 𝑝𝑘(1 − 𝑝)𝑛−𝑘   

𝐸𝑋 = 𝑛𝑝 𝐷2𝑋 = 𝑛𝑝(1 − 𝑝)           
 
rozkład Poisson’a 

 X~P(λ) 𝑃𝜆(𝑘) =
𝜆𝑘

𝑘!
2,718−𝜆 𝜆 = 𝑛𝑝 = 𝐸𝑋 = 𝐷2𝑋                                     

 
rozkład normalny i standaryzacja 

                 X~N(μ; σ)                    U =
X−µ

σ
 

Próba – statystyka opisowa 
średnia arytmetyczna 

 �̄� =
1

𝑁
∑ 𝑥𝑖   �̄� =

1

𝑁
∑ 𝑥𝑗 ⋅ 𝑛𝑗 = ∑ 𝑥𝑗 ⋅ 𝑤𝑗

𝑘
𝑗=1

𝑘
𝑗=1  

wariancja 

 𝑆𝑥
2 =

1

𝑁−1
∑(𝑥𝑖 − �̄�)2 =

1

𝑁−1
(∑ 𝑥𝑖

2 −
1

𝑁
(∑ 𝑥𝑖

𝑁
𝑖=1 )2) 

 𝑆𝑥
2 =

1

𝑁−1
∑ (𝑥𝑗 − �̄�)𝑘

𝑗=1

2
⋅ 𝑛𝑗 =

1

𝑁−1
(∑ 𝑥𝑗

2 ⋅ 𝑛𝑗 −
1

𝑁
(∑ 𝑥𝑗 ⋅ 𝑛𝑗

𝑘
𝑗=1 )

2𝑘
𝑗=1 ) 

 
odchylenie standardowe   wskaźnik zmienności 

 𝑆𝑥 = √𝑆𝑥
2                𝑉𝑥 =

𝑆𝑥

�̄�
⋅ 100%   

      
współczynnik skośności 

 𝐴" =
�̄�−𝑀𝑜

𝑆
 

kowariancja 

 𝑐𝑜𝑣𝑥𝑦 =
1

𝑁−1
∑(𝑥𝑖 − �̄�) ⋅ (𝑦𝑖 − �̄�) =

1

𝑁−1
(∑ 𝑥𝑖 ⋅ 𝑦𝑖 −

∑ 𝑥𝑖⋅∑ 𝑦𝑖

𝑁
) 

 
współczynnik korelacji Pearsona  współczynnik korelacji Spearmana 

 𝑟 =
𝑐𝑜𝑣𝑥𝑦

𝑆𝑥⋅𝑆𝑦
      𝑟𝑆 = 1 −

6∗∑ 𝑑𝑖
2𝑛

𝑖=1

𝑁∗(𝑁2−1)
                        

 
 

Przedziały ufności 
 

 𝑃 (�̄� − 𝑡𝛼,𝜈
𝑆

√𝑁
≤ µ ≤ �̄� + 𝑡𝛼,𝜈

𝑆

√𝑁
) = 1 − 𝛼  𝜈 = 𝑁 − 1  

 

 𝑃 (�̄� − 𝑢𝛼
𝜎

√𝑁
< µ < �̄� + 𝑢𝛼

𝜎

√𝑁
) = 1 − 𝛼 

 

 𝑃 (�̄� − 𝑢𝛼
𝑆

√𝑁
< 𝐸𝑋 < �̄� + 𝑢𝛼

𝑆

√𝑁
) = 1 − 𝛼 

 

 𝑃 (𝑤 − 𝑢𝛼√
𝑤(1−𝑤)

𝑁
< 𝑝 < 𝑤 + 𝑢𝛼√

𝑤(1−𝑤)

𝑁
) = 1 − 𝛼 

 
  



Regresja prosta     𝑥 = 𝑏𝑥𝑦 ∙ 𝑦 + 𝑎𝑥𝑦    lub     𝑦 = 𝑏𝑦𝑥 ∙ 𝑥 + 𝑎𝑦𝑥    
 
współczynniki regresji 

 𝑏𝑥𝑦 =
𝑐𝑜𝑣𝑥𝑦

𝑆𝑦
2     𝑏𝑦𝑥 =

𝑐𝑜𝑣𝑥𝑦

𝑆𝑥
2   

stałe regresji 
 𝑎𝑥𝑦 = �̄� − 𝑏𝑥𝑦 ⋅ �̄�   𝑎𝑦𝑥 = �̄� − 𝑏𝑦𝑥 ⋅ �̄� 

 
reszty 

𝑒𝑖 = 𝑦𝑖 − �̂�𝑖  
 
równość wariancyjna: 
 

SST = SSR + SSE 

𝑆𝑆𝑇 = ∑ 𝑦𝑖
2 −

(∑ 𝑦𝑖)2

𝑁
 𝑆𝑆𝑅 = ∑ �̂�𝑖

2 −
(∑ �̂�𝑖)2

𝑁
 𝑆𝑆𝐸 = ∑ 𝑒𝑖

2 

 
współczynnik determinacji (współczynnik dopasowania) funkcji regresji 
 

𝑅2 =
𝑆𝑆𝑅

𝑆𝑆𝑇
= 𝑏𝑥𝑦 ∙ 𝑏𝑦𝑥 = 𝑟𝑥𝑦

2  

 
istotność funkcji regresji 
 

𝐹𝑒𝑚𝑝 =
𝑆𝑆𝑅

𝑆𝑆𝐸
∙

𝑁 − 𝑘

𝑘 − 1
=

𝑅2

1 − 𝑅2
∙

𝑁 − 𝑘

𝑘 − 1
 

 
v1=k-1  v2=N-k 

 
wielkość błędu predykcji dla wybranej wartości x0 

𝑺�̂�𝟎
= 𝑺𝒆 ⋅ √𝟏 +

𝟏

𝑵
+

(𝒙𝟎−�̄�)𝟐

∑(𝒙𝒊−�̄�)𝟐  𝑆𝑒 = √
𝑆𝑆𝐸

𝑁−𝑘
 

 

Ocena niezależności cech – test niezależności 
H0 : brak zależności między cechami 
 

  emp

ij ij

iji j

k l n p N

p N

2

2

=
− 




( )

,

,

   = − −( )( )k l1 1  

 
współczynnik zbieżności Cramera: 

𝑉𝐶 = √
𝜒𝑒𝑚𝑝

2

𝑁 ⋅ (𝑚𝑖𝑛( 𝑘 − 1)(𝑙 − 1))
 

Weryfikacja hipotez statystycznych 
 
H0 : µ = µ0/ EX=EX0 

 𝑡𝑒𝑚𝑝 =
�̄�−µ0

𝑆
√𝑁  𝜈 = 𝑁 − 1  

   

 𝑢𝑒𝑚𝑝 =  
�̅�−µ0

𝜎
√𝑁    𝑢𝑒𝑚𝑝 =  

�̅�−𝐸𝑋0

𝑆
√𝑁  

 
H0 : µ 1 = µ2/ EX1=EX2 

𝑡𝑒𝑚𝑝 =
�̄�1−�̄�2

𝑆�̄�1−�̄�2

=
�̄�1−�̄�2

√
(𝑁1−1)∙𝑆1

2+(𝑁2−1)∙𝑆2
2

𝑁1+𝑁2−2
∙(

1

𝑁1
+

1

𝑁2
)

 𝜈 = 𝑁1 + 𝑁2 − 2  

 𝑢𝑒𝑚𝑝 =
�̄�1−�̄�2

√
𝑆1

2

𝑁1
+

𝑆2
2

𝑁2

 

H0 : 2=20 

 𝜒2
𝑒𝑚𝑝

=
(𝑁−1)𝑆2

𝜎0
2   𝜈 = 𝑁 − 1  

H0 : 21=22 

 𝐹𝑒𝑚𝑝 =
𝑆1

2

𝑆2
2 𝐹𝑒𝑚𝑝 ≥ 1  𝜈1 = 𝑁1 − 1  𝜈2 = 𝑁2 − 1  

H0 : p=p0 

 𝑢𝑒𝑚𝑝 =
𝑤−𝑝0

√𝑝0(1−𝑝0)

𝑁

   

H0 : p1=p2 

 𝑢𝑒𝑚𝑝 =
𝑤1−𝑤2

√
�̄�(1−�̄�)

𝑁

      �̄� =
𝑛1+𝑛2

𝑁1+𝑁2
          𝑁 =

𝑁1⋅𝑁2

𝑁1+𝑁2
 

  
H0 : XY=0 

 𝑡𝑒𝑚𝑝 =
𝑟

𝑆𝑟
 𝑆𝑟 = √

1−𝑟2

𝑁−2
  𝜈 = 𝑁 − 2 

  

Ocena zgodności z rozkładem teoretycznym – test na zgodność 
 
H0 : rozkład cechy jest zgodny z teoretycznym 

  emp

i i

ii

k n p N

p N

2

2

=
− 




( )    = − −k m1  

  

𝑾𝒆𝒎𝒑 =

[∑ 𝒂𝑵,𝒊

[
𝑵
𝟐

]

𝒊=𝟏
∙ (𝒙(𝑵−𝒊+𝟏) − 𝒙𝒊)]

𝟐

∑(𝒙𝒊 − 𝒙)𝟐
 


