WYKEAD 3.
DYNAMIKA ROZWOJU POPULACJI

MODELE Z CZASEM DYSKRETNYM
BUDOWA MODELU MATEMATYCZNEGO

DR WIOLETA DROBIK- CZWARNO



STAN POPULACIJI

Stan populacji wyrazany jako liczebnos¢ lub zageszczenie
wszystkich osobnikéw w danej chwili

Przyjmujemy, ze liczebnosc reprezentowana jest przez
liczby rzeczywiste, a nie catkowite

Przyblizenie jest dopuszczalne jezeli liczebnosci populacji
sg duzymi liczbami - czym mniejsze liczebnosci tym
wiekszy btad



/AGESZCZENIE POPULACII

Liczebnos¢ populacji jest dobra miarg jej stanu o ile
rozmieszczenie osobnikow jest rownomierne

Zageszczenie populacji to liczba osobnikow
wystepujgcych na obszarze jednostkowej powierzchni
(np. 1 km2, 1 m2) lub w obszarze jednostkowej objetosci
(np. 1 m3, 1 litr)




MODELE ZMIAN ZAGESZCZENIA POPULACI

Wyrozniamy modele:

z czasem dyskretnym - rownania réznicowe
(rekurencyjne)

n(t+1) = f(n))
An=n(t+1)—n()= g(n(t)) = f(n(t)) —n(t)
gdzie f i g sg funkcjami, ktore opisuja jak stan populacji w kroku

czasowym t determinuje jej stan w kolejnym kroku czasowym t+1

z czasem ciggtym —réwnania rézniczkowe

dn .
— = f(n)

gdzie f opisuje zmiane stanu populacji w czasie jako funkcje
obecnego stanu populacji



MODELE Z CZASEM DYSKRETNYM — KIEDY?

Mozemy okreslic:

o Wielkos¢ populacji w i-tym roku

o Proporcja osobnikow bedgcych nosicielami pod wzgledem

wybranego genu w i-tym pokoleniu

o Zageszczenie bakterii w hodowli w i-tym dniu

o Stezenie toksycznego gazu w ptucach po i-tym oddechu

o Stezenie narkotyku we krwi po i-tej dawce
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Do ktorego z tych przyktadow
mozna zastosowac rowniez model
z czasem ciggtym?

Forys$ U., Poleszczuk J. Modelowanie
matematyczne w biologii 1 medycynie
http://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lectur
e=mbm&part=Ch1l



MODELE Z CZASEM DYSKRETNYM

Stan populacji tylko w wyréznionych momentach (np. latach,
miesigcach, sezonach) —t,, t;, t,, ..., t,
Krok czasowy (k) oznaczamy At, gdzie dla dowolnego k > 1:

AL =ty -
Stan populacji w danym momencie t, oznaczamy przez N,

Poczatkowy stan populacji oznaczamy N,
Rownanie rekurencyjne (réznicowe):

N.=N, ;+F(N,_,)

/

Funkcja opisujgca zmiany stanu populacji, moze uwzgledniac szereg
czynnikow takich jak: rozrodczos¢, smiertelnosc, imigracje, emigracje



WZROST POPULACJI KROLIKOW

lle par krolikdow moze sptodzic¢ jedna para w ciggu roku, jesli:
Pare nowonarodzonych, samca i samice zdolnych do reprodukgji,
izolujemy i zapewniamy dostateczng ilos¢ pokarmu dla wszystkich jej
potomkow, przyjmujac ze zaden osobnik nie ginie
Pierwsza i kazda nastepna para osigga dojrzatosc¢ po jednym
miesigcu a po dwoch majg juz potomstwo, tez samca i samice

Problem opisany przez Leonardo Fibonacieggo (Leonardo Pisano
Bigollo; ok. 1175-1250) ale ciag fibonacciego byt znany juz w

&S




BUDOWA MODELU

Zdefiniowanie zmiennych oraz parametrow

o

o

Zmiana d
w liczbie d
krélikow

f(n(t)) d

Parametry?

Liczba par krolikow
potomnych dla kazdej pary?
Jak uwzgledni¢ dojrzewanie
plciowe?

o
o

n(t)=n(t-1)+f(n(t-1))
n,=n; + f(n; ) ciag zadany rekurencyjnie




CO MA WSPOLNEGO CIAG FIBONACCIEGO 7Z

PARA KROLIKOW?

¢ |le par krolikow wyhodujemy po roku?

n(t) 1
Para
nowonarodzonych
krélikéw

pis

e

A58
Para dojrzatych -4 ——
ptciowo krélikow ‘,,.-% -
mogacych mie¢ | &

potomstwo w
nastepnym miesigcu

P
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Schemat: http://blogiceo.nq.pl/matematycznyblog/2013/02/06/kroliki-
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PODSTAWY MATEMATYCZNE
CIAG

Lista ponumerowanych elementow pewnego zbioru

Cigg to dowolna funkcja, ktorej argumentami sg liczby
naturalne

Wyraz ciggu — element ciggu, jedna z liczb

Wzor ogolny ciggu — reguta wedtug ktdérej powstaje cigg, np.

a, =2n*+1

Cigg moze byc:
nieskoniczony — argumentami funkcji sg wszystkie liczby naturalne
dodatnie

skonczony — funkcja jest zdefiniowana dla kolejnych liczb mniejszych
lub rownych pewnej liczbie n



PODSTAWY MATEMATYCZNE
CIAG

Ciggi zadane rekurencyjnie

Ciagi zadane za pomocg pewnej zaleznosci (funkcji), ktéra
okresla (n+1)-szy wyraz ciggu, jezeli znamy n-ty wyraz

any1 = fay)

Funkcja f okresla prawo, wedtug ktorego jakis uktad przechodzi
od stanu a, do stanu a,,; w jednym kroku czasowym

Monotonicznos¢ ciggu:
Ciagg (a,) nazywamy ciggiem rosngcym, jezeli dla kazdego n €
N* jest spetniona nieréwnosc a,,, > a,
Ciag (a,) nazywamy ciggiem malejacym, jezeli dla kazdego n €
N* jest spetniona nieréwnos¢ a,,, < a,.
Ciag (a,) nazywamy ciggiem statym, wtedy i tylko wtedy, gdy

Upi1 = 0y



PODSTAWY MATEMATYCZNE
CIAG

Arytmetyczny — kazda kolejna liczba rozni sie od
poprzedniej o ustalong wartosc r
Zadany rekurencyjnie przez funkcje f(x)=x+r
Ay =a,tr

gdzie r nazywamy réznicg ciggu arytmetycznego

Geometryczny — kazda kolejna liczba rézni sie od
poprzedniej g razy
Zadany rekurencyjnie przez funkcje f(x)=qx
dns1 = Qay
gdzie g nazywamy ilorazem ciggu geometrycznego
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CIAG FIBONACCIEGO

Kolejne liczby sg tworzone przez dodanie do siebie
dwéch poprzednich wyrazow ciggu

Wzor rekurencyjny:

|:1 =1 Uwaga!
F.=1 warunki poczatkowe Wedtug n'elftorYCh
q "2 matematykow cigg
— ) o zaczyna sie od O,
i I:n+2 I:n+1 + Fn rownanie roznicowe wtedy F,=0, F,=1;

Fo=1; ...

Rozwigzaniem jest cigg liczb spetniajacy rownanie
rekurencyjne z warunkiem poczgtkowym. Rownanie to
jest rownaniem liniowym dla ktorego rozwigzaniem jest:

fo=r
gdzie A jest parametrem, ktory trzeba wyznaczyé



CIAG FIBONACCIEGO

lle par krolikow moze sptodzic jedna para w ciggu roku? A ile po
dwoch latach?

Rozwigzanie rownania Fibonacciego:
. (1 +vV5) 1 (1 -5\
TN\ 2 V5

Trojkat Pascala e .

P ,15/#0’ f1- 6 1

3 -

7 /91 /3- J 35 21 7 1

21 - W P
4/.1MW§5W 28 56 70 56 28 8 1
s Y9 36 84 126 126 84 36 9 1
w0 a0 45 120 210 252 210 120 45 10 1

Y 11 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1

144 7 it




/Z¥.0TA PROPORCJA

Ciagg ilorazow kolejnych wyrazéw ciggu Fibonacciego

N
D,

fﬂ +1
bn
Jn

fn fn+1 fn+1/fn
2 3 1,5

3 5 1,666666
5! 3 1,6

3 13 1,625
144 233 1.618055
233 377 1.618025

Fibonacci:
1,1,2,3,5, 8,13, 21, ...

©)

lim b, =@ ~ 1,61803

mn— +co

SECTIO AUREA
Gold section proportion




ZX.0OTA PROPORCJA

Stata oznaczona przez ¢ jest zwana liczbg ztotego
podziatu — stosunek dtugosci odcinkow ztotego podziatu

Dtuzsza czesS¢ odcinka ma sie do krotszej tak, jak catos¢ do
dtuzszej czesci

_ﬂ,-l-b_tl
v = a b
< a < b¢*
— . D)

_"OYI"_

a+b



CIAG FIBONACCIEGO W NATURZE

Proporcje w odlegtosciach i sposobie
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WZROST POPULACJI

-
o

HUMAN POPULATION
GROWTH CHART

(including projections)
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Jak szybki jest przyrost populacji ludzkiej?

Jaki model matematyczny najlepiej oddaje dotychczasowe tempo wzrostu?
Jaki model matematyczny daje najbardziej wiarygodne predykcje?




ROWNANIE MALTHUSA

Thomas Malthus
angielski ekonomista i demograf

pod koniec XVIII wieku zwrécit uwage na zbyt
szybki przyrost liczebnosci populacji ludzkiej

W pracy zatytutowanej ,,An Essay on the Principle of
Population” sformutowat prawo, ktére mowi, ze:

liczba ludnosci wzrasta w tempie geometrycznym
zasoby zywnosci wzrastajg w tempie arytmetycznym



ZAL.OZENIA MODELU

W srodowisku wystepuje jeden gatunek a jego zasoby s3
nieograniczone

Populacja jest jednorodna, brak podziatu na klasy wiekowe,
rowny udziat pfci

Gatunek rozmnaza sie sezonowo, jeden raz w roku/sezonie,
a mfode sg zdolne do rozrodu jeszcze w tym samym
roku/sezonie

Liczby x4, X,, X5 .... 0znaczajg liczebnosci populacji samic w
kolejnych latach

Na stan populacji w (n+1)-szym roku wptywa jedynie
Smiertelnosé i rozrodczosé w poprzednim sezonie



PARAMETRY MODELU

Zmiana stanu populacji

v

Zalezna od rozrodczosci
(Ry) i Smiertelnosci (R,)
w poprzednim sezonie

(Ni1)
Jeden parametr zamiast :
dwéch? % RyR) N,
R =R,-Ry



PARAMETRY MODELU

R, — wspotczynnik reprodukcji — liczba potomkéw wydanych w ciggu
sezonu, przypadajgcych srednio na jednego osobnika

R4 — Wspotczynnik Smiertelnosci — liczba osobnikdw, ktore nie
przezyty jednego sezonu

Zaktadamy, ze R, oraz R, s3 state
Nie sg zalezne od zageszczenia
Nie zmieniajg sie w kolejnych krokach czasowych

Przez R oznaczymy wspotczynnik wzrostu
populacji oznaczajacy roznice pomiedzy
wspotczynnikiem reprodukcji i Smiertelnosci




7ZAPIS MATEMATYCZNY MODELU
N(k+t)=N(k)+ R,tN(k)- R;tN(k)

zaktadajac, ze krok czasowy wynosit=1
Nk+1)=(1+ R, — Ry)N(k)
a wiec
N(k+1)=(1+R) N(k)
N(k+1)=AN(k)

o Parametry modelu, ktorych wartosci ustala sie
empirycznie to A (R;, Ry), N



ZMIANY ZAGESZCZENIA POPULACJI

Rozwigzaniem jest cigg geometryczny:
N,=Ny(1+R)
JezeliA=1+R>1
Stan populacji rosnie wyktadniczo do nieskoriczonosci

JezeliO<A =1+R<1
Stan populacji spada do zera

Wspodtczynnik wzrostu populacji per capita (na jednego
osobnika) mozna wyrazi¢ za pomoca réznicy w stanach
populacji w kolejnych krokach czasowych jako:

Ny,1—N
R — _k+1 k
Ny




ROWNANIE MALTHUSA

Geometryczny wzrost populacji — model z czasem dyskretnym
N, = N,k

gdzie A to geometryczne tempo wzrostu - srednia liczba
potomstwa pozostawiona przez jednego osobnika w jednym
kroku czasowym

A = 14R jezeli uwzgledniamy rozrdd i Smiertelnosc

A = 1+R, w uproszczonym modelu jezeli uwzgledniamy
wytgcznie rozrod



ROZSZERZONY MODEL

Uwzgledniamy migracje:
R=R,—Ry+R —R,
Gdzie:

R,— state w czasie tempo imigracji
R, — state w czasie tempo emigracji

A=1+R=1+(R,—R;+R —R,)

Model nie uwzglednia naktadajgcych sie pokolen

stosowane sg srednie wartosci R, — Ry, niezaleznie od
wieku osobnika

Uwzglednienie struktury wieku wymaga zastosowania
modeli macierzowych



WZROST GEOMETRYCZNY

N,.;,—N
N —liczebnos¢ R = fetl k
populacji Nk
I Nk+1
N A= N
k
Ny
k k+1 k — krok czasowy

A= geometryczne tempo wzrostu

Wielkos¢ populacji w kroku czasowym k moze by¢ oszacowana ze wzoru
ogolnego:

N, = NoAklub N, =L N, ,



ROWNANIE MALTHUSA — MODEL Z CZASEM

DYSKRETNYM

Population size

Generation

Wyzsze wartosci A
prowadzg do szybszego
wzrostu populacji

Uwaga na oznaczenia:
Rp=A

(Krebs, 2001)



WZROST GEOMETRYCZNY

Oszacuj tempo wzrostu (A) populacji I i Il
Jaki bedzie stan populacji w 12 pokoleniu?

k N, (1) N, (1)

0 10 10

1 12 15 N..,— N,
2 14 23 R = N

3 17 34 k

4 21 51

5 25 76 1= Ni+1

6 30 114 N,

7 36 171

8 43 256 N,.;=(1+R) N,
9 52 384

10 62 577 _ k

11 X X Nk - NOZ

12 X X




WZROST GEOMETRYCZNY
SKALA LOGARYTMICZNA

Logarithmic . Linear (arithmetic) scale
scale T 6000 » 6000 -

1000

Population size
®
Population size

100 k111

Time Time

(a) Logarithmic scale (b) Arithmetic scale

© Copyright 2001 by Benjamin Cummings, an imprint of Addison Weslay Longman.
(Krebs, 2001)



MODEL Z CZASEM DYSKRETNYM

Kiedy mozemy stosowac¢ model z czasem dyskretnym?
Opis populacji organizmow rozmnazajacych w ciggu
krotkiego czasu w ciggu roku
Brak naktadajgcych sie na siebie pokolen

Jezeli reprodukcja przebiega w sposob ciggty, nalezy:
przyjg¢ model z czasem ciggtym — wykorzystanie
rownan rozniczkowych
Usredniamy wspotczynniki Ry i Ry po catym kroku
czasowym At
oUwaga! zmniejszamy doktadnosc¢ przewidywania!



MODEL Z CZASEM CIAGLYM CZY CZASEM
DYSKRETNYM?

World Population Growth Through History

“IF 8
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7 ou New New Age 8 7
Stone | Stone Age Stone Bronze lron Middle
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2| Black Death
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Z-5 million TO00O EOOO 5000 4000 3000 2000 1000 1000 1 2025
years B.C. BC. BC. BLC. BC. BC. BC. AD AD AD (Krebs, 2001)

Tempo wzrostu populacji ludzkiej byto szybsze niz wyktadnicze, obecnie spowalnia
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MODELE ROZWOJU POPULACJI Z
UWZGLEDNIENIEM WIEKU

Dr Wioleta Drobik-Czwarno



MODELE ZE STRUKTURA WIEKU

Wiek jest cecha rdznicujgcg osobniki i majgcg wptyw na ich
wktad do populacji

o o Polska 2010
Osobniki bardzo mtode
i bardzo stare: .
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http://ziemianarozdrozu.pl/artykul/2368/swiat-na-
rozdrozu-wykresy-rodzial-4-piramida



MODELE ZE STRUKTURA WIEKU

Wyrozniamy d kolejnych klas wieku: x,, X;, X, ... , X4.1 O
rownej dtugosci

W jednym kroku czasowym (pokoleniu), o dtugosci
rownej dtugosci klasy, kazdy osobnik moze przejs¢ do
pozniejszej klasy wiekowej lub zging¢

Zatozenia:
Wiek osobnikdw zmienia sie w sposob dyskretny
Kazda klasa wiekowa jest jednorodna
Klasy réznig sie Smiertelnoscig i rozrodczoscig
Wszystkie osobniki z ostatniej klasy wiekowej ging



SCHEMAT ZMIAN LICZEBNOSCI POPULACJI

Rozréd

Przejscie do
kolejnej klasy
wiekowej




POPULACJA PODZIELONA NA KLASY
WIEKOWE

Zaktadamy, ze poziom reprodukcji i Smiertelnosci zalezy
jedynie od wieku osobnikow

Pierwsza klasa zawiera tylko osobniki mtode — jej rozmiar
zalezy wytacznie od poziomu reprodukcji grup rodzicielskich:

NLt+1) = f@)-nLt) +..+ f(d)-n(d,t):zd:f(x)-n(x,t)

gdzie:

d — liczba grup wiekowych (klas wieku)

t — czas (pokolenie)

f(x) — poziom reprodukcji grupy wiekowej x

n(x,t) — liczebnos$¢ grupy wiekowej x w pokoleniu t



POPULACJA PODZIELONA NA KLASY
WIEKOWE

Rozmiar kolejnych klas wiekowych w roku nastepnym
zalezy od liczebnosci i przezywalnosci w nizszej klasie
wiekowej:

Nn(X+1Lt+1) =P(X)-n(x,t) = x>1

gdzie:

X — grupa wiekowa

t — czas (pokolenie)

n(x,t) — liczebnos$¢ grupy wiekowej x w pokoleniu t

P(x) — Smiertelnos¢ w grupie wiekowe;j x



STRUKTURA POPULACJI

Struktura populacji opisana jest za pomocg wektora,
gdzie n(x,t) oznacza liczebnos¢ okreslonej grupy
wiekowej x w pokoleniu t

[ n(1,t) ) n(1,t) = osobniki

n(2,t) nowonarodzone

n(t) = M n(d,t) = osobniki
M najstarsze

\n(d,t))



STRUKTURA POPULACJI W KOLEJNYM
POKOLENIU

Strukture populacji w kolejnym pokoleniu mozna otrzymac
przez pomnozenie powyzszego wektora przez macierz L
Zwang macierzg projekcji lub macierza Lesliego

Macierz L zawiera informacje o poziomie reprodukcji f(x) i
przezywalnosci P(x) w poszczegdlnych klasach:

(T
P()
L=| 0
M
L0

f(2) A

0
P(2)

A A P(d-1

O

A

f(d))

0

M
M
0

J

Model macierzowy
Lesliego:

n(t+1) =L -n(t)



WEKTOR A MACIERZ

Wektor — jednokolumnowa macierz

Macierz prostokgtna A o m wierszach i n kolumnach,

oznaczang [a]
Q11 Q12 A1y |
A = [ ] | Q21 Aoz U2y
1 iilen T e
l:;’Lml':lmz“ amn




MNOZENIE MACIERZY

Mnozenie macierzy przez wektor kolumnowy

A1n L1
A2n . B
Amn _ L Ln _

A1 1+ A12T2 + ... T Aip Th

g1 1 + A2 T2 + ... + A2pn T

| Om1 L1 T A2 T T ..o T Qmp Tp, a



KRZYWE PRZEZYWALNOSCI

Krzywe przezywalnosci — funkcja opisujaca liczbe osobnikow,
ktore dozywajg do okreslonego wieku jesli znana jest
poczatkowa liczebnos¢ grupy wiekowej (kohorty)
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https://pl.wikipedia.org/wiki/Krzywa_prze%C5%BCywalno%C5%9Bci



PRZYKEAD 1

Struktura wiekowa populacji wraz ze wspotczynnikami reprodukcji oraz

przezywalnosci

jednoroczne dwuletnie trzyletnie
Liczebnos¢ poczgtkowa 100 100 100
Poziom reprodukcji 1 1 1
Przezywalnos¢ 0,8 0,5 0




Macierz Lesliego (projekc;ji)

PRZYKLAD 1
Rozwigzanie:
. N 10011 1 1
soscreginyct 100| (0,8 0 0
klas wiekowych 11001 L O 0,5 0.
100 100 100 + 100 + 100 300
100 = 1100 0 8 U = 80+0+0
100144 100 0,5 0 0+50+0
300 300 300 +80 + 50 430
= U 8 0 240+ 0+0 240
t+1 0,5 U 0+40+0




CO DALEJ?

WHtasnosci rozwigzan zalezg od postaci macierzy Lesliego
oraz poczatkowego rozktadu wieku

Przysztos¢ populacji mozemy poznac stosujac do niej
twierdzenie Perrona-Frobeniusa:

Najwieksza wartos¢ wiasna rzeczywistej nieujemne;j
kwadratowej macierzy jest rzeczywista i ma krotnosc 1

Wektor wtasny korespondujacy z ta wartoscig wtasng jest
scisle dodatni

Dla wiekszosci warunkow poczgtkowych populacja
asymptotycznie osigga rozktad wieku V, przy
wspotczynniku rozrodczosci A,
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Tempo wzrostu
populacji:

Niiq
— A1 =
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Populacja podzielona
na trzy grupy wiekowe
w zaleznosci od
dominujgcej wartosci
witasnej A,

Wstawki pokazujg
ewolucje
procentowego udziatu
poszczegodlnych grup
wiekowych w catosci
populacji



POPULACJA ROZWOJOWA
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poszczegdlnych grup
wiekowych w catosci
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POPULACJA STACJONARNA
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Populacja podzielona
na trzy grupy wiekowe
w zaleznosci od
dominujgcej wartosci
witasnej A,

Wstawki pokazujg
ewolucje
procentowego udziatu
poszczegolnych grup
wiekowych w catosci
populacji



WEASCIWOSCI MODELU

W wiekszosci warunkow poczatkowych populacja
asymptotycznie osigga staty rozktad wieku

Mozliwe sg takze cykliczne zmiany struktury wieku

Z sytuacjg takg mamy do czynienia gdy mamy tylko dwie
grupy wiekowe, a rozmnazajg sie tylko osobniki starsze
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WLASCIWOSCI MODELU

Wymaga duzej ilosci danych

Specyficzne dla wieku wskazniki przezywalnosci i rozrodu
Nie uwzglednia podziatu na ptec

Nie uwzglednia istnienia stadiow rozwojowych
nie wszystkie osobniki opuszczajg dang klase wiekowa

stadia rozwojowej wyrdzniamy np. u owadow



PRZYKE.AD 2

Przedstaw na wykresie zmiany w strukturze wiekowej populacji o ponizszej
strukturze wejsciowej na przestrzeni 5 kolejnych pokolen

jednoroczne dwuletnie
Liczebnos¢ poczatkowa 100 50
Poziom reprodukcji 0 0,8
Przezywalnos¢ 0,7 0




PRZYKEAD 3. JAK ZMIENIA SIE POPULACJA
SZARANCZY W CZASIE?

Aby odpowiedzieC na to pytanie musimy sprawdzic¢ co
dzieje na poszczegolnych stadiach rozwojowych:

Jajo — 2% do nimfy, 5% nimf do stadium imago

Reprodukcja tylko w stadium imago — samica sktada
przecietnie 1000 jaj, po czym umiera

Stadia rozwojowe: jajo, nimfa, doroste owady
Model tylko dla samic

Skonstruuj macierz Lesliego i oszacuj liczebnosci w poszczegdlnych
klasach wiekowych dla 5 kolejnych pokolen zaktadajac ze
zaczynamy od populacji liczgcej 100 dorostych samic



POPULUS

Link
http://cbs.umn.edu/populus/download-populus

Model: Single-Species-Dynamics > Aged-Structured-Growth

Oznaczenia:
t - pokolenie
x — klasa wiekowa
S, — liczba osobnikow, ktore przezyty w klasie wiekowej x
V, —wspdtczynnik reprodukcji dla klasy wiekowej x

| m, — tabela przezycia, ze $rednig liczbg potomstwa na samice w
wieku x (m,) oraz srednim prawdopodobienstwem przezycia od
urodzenia do wieku x (,)

f(x) — liczba potomstwa przypada na samice w wieku x, ktore
przezywa

A — wspodtczynnik wzrostu populacji
S /ES - proporcja osobnikow w klasie wiekowej x
X X


http://cbs.umn.edu/populus/download-populus
http://cbs.umn.edu/populus/download-populus
http://cbs.umn.edu/populus/download-populus
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