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SPRAWY ORGANIZACYJNE

o Konsultacje: wtorek 11-13, pokdj 35, Katedra Genetyki i Ochrony
Zwierzat
o Email: wioleta_drobik@sggw.edu.pl

o Wyktad —30 h (15 x 2 h w tygodniu)
o Cwiczenia — 15 h (5 tygodni po 3 h od 2 marca)

o Zaliczenie przedmiotu:
* Wyktady - Egzamin -40 %
» Cwiczenia - Projekt i jego prezentacja - 60 %




TEMATYKA WYKEADOW T CWICZEN

Modele matematyczne dla przyktadowych zjawisk
ekologicznych, ewolucyjnych, demograficznych,
epidemiologicznych oraz zakres ich stosowania

Wykorzystanie statystyki matematycznej do weryfikacji
modeli i w analizie danych

Techniki prezentowania wynikéw naukowych

Narzedzia do modelowania i ocena jakosci wynikow:
Srodowisko R




DLACZEGO BIOMATEMATYKA?

ALGEBRA
o QUIZ FRIDAY!
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“It’s important to learn math because
someday you might accidentally buy
a phone without a calculator.”

oor Biologists! Statistically
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ZASTOSOWANIE MODELI
MATEMATYCZNYCH W NAUKACH
BIOLOGICZNYCH

o Swiat opiera sie na szeregu dynamicznych proceséw,
ktore mozemy opisac jezykiem matematyki
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Jaka bedzie liczebnos¢ populacji w przysztosci?

Jak rozprzestrzeniajg sie choroby zakazne?

Jak dziatajg miesnie? (fizjologia)

Jaka jest zaleznos¢ pomiedzy stezeniem glukozy, a insuliny?
Dlaczego zebra ma paski, a lampart cetki?

Jak dziata mozg?

Jak przebiega rozwdj zarodkowy?

Jaka strukture genetyczng bedzie miata populacja w
przysztosci?




DLACZEGO MATEMATYKA?

Matematyka jest precyzyjna — wymaga formutowania
koncepcji oraz zatozen w jednoznaczny sposob

Matematyka jest zwiezta — jedno rownanie mowi wiecej niz
1000 stéw

Matematyka jest uniwersalna — te same techniki mogg by¢
zastosowanie na roznych skalach

Matematyka jest dojrzatg dziedzing, ale caty czas aktualng —
szeroki zestaw narzedzi byt opracowywany przez stulecia

Matematyka jest jezykiem dobrze zrozumiatym dla ‘
komputerow




DLACZEGO MATEMATYKA?
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DYNAMIKA WZROSTU POPULACJI
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JEDEN MODEL — DWA ROZNE PROCESY

o W jakim stopniu populacja
rysia zalezy od populacji

zajgcowatych?
]
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o Jak zmienia sie stezenie
substratow w reakgji
chemicznej?

Concentration

Time




WZROST NOWOTWOROW

o0 Przewidywanie wzrostu nowotworow oraz skutecznosci terapii

Exponential VO Exponential-linear Power law Gompertz
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EPIDEMIOLOGIA

Czy epidemia wystapi? lle osobnikow zaraza jeden osobnik?

lle % populacji nalezy zaszczepic¢ aby uzyska¢ odpornosc
zbiorowga?

S—1—->R

III.E!-: 3(1)
; S = s(t) — liczba osobnikéw podatnych
05 | = i(t) — osobniki zainfekowane (chorujg

J i roznoszg infekcje)

0.4

R =r(t) — liczba osobnikéw ozdrowiatych
. i (wyzdrowieli i nabyli odpornosc)
U 20 40 6D A0 100 120 140
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GENETYKA POPULACJI

o Prawo Hardy’ego i Weinberga pozwala wyznaczyc¢
frekwencje genotypow na podstawie frekwenc;ji alleli
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WZORY W PRZYRODZIE

o W latach 50-tych XX wieku Alan Turing
zaproponowat jak wykorzystac
matematyke do studiowania wzoréw
pojawiajacych sie w przyrodzie

o W latach 80-tych XX wieku teoria ta
zostata rozwinieta przez Jamesa Murraya
1. Rownania matematyczne opisujgce
powstawanie wzorow
2. Program komputerowy, ktory
rozwigzywat rownania
3. Wykorzystanie grafiki komputerowej

o Fraktale
o Struktury w ktérych dowolnie maty
fragment wyglada jak fragment
powiekszony




CO TO JEST MODEL?

Reprezentacja badanego zjawiska, czyli substytut
rzeczywistosci, celowo uproszczony, potraktowany
wycinkowo z pominieciem szczegotow i cech
nieistotnych




MODEL MATEMATYCZNY

» Opis rzeczywistosci w jezyku matematyki i logiki
formalnej, ktory sktada sie z:

oSymboli: zmienne, parametry
oRelacji matematycznych

oZasad operowania powyzszymi




MODEL MATEMATYCZNY

o Dwusktadnikowa struktura modelu
» Teoretyczny opis danego zjawiska na podstawie biezgcej
wiedzy
o Struktura matematyczna

o Niezbedne sktadniki:

o Zbior parametrow modelu
o Wartosci wyznaczane na podstawie eksperymentéw i obserwacji

* Zbidr zmiennych niewiadomych, ktorych wartosci sg
wyznaczane przez model

Przyktad:
N(t)= N,e"




DO CZEGO POTRZEBNY JEST MODEL?

» Eksperymenty sg czesto

skoncentrowane na jednym . '
aspekcie wiekszej catosci :

* Nasze zrozumienie zjawiska v
jest fragmentaryczne o
* Trudno jest zaobserwowac jak =

dziata caty system




DO CZEGO POTRZEBNY JEST MODEL?

» Eksperymenty s3 czesto
skoncentrowane na jednym
aspekcie wiekszej catosci

* Nasze zrozumienie zjawiska
jest fragmentaryczne

e Trudno jest zaobserwowac jak
dziata caty system




DO CZEGO POTRZEBNY JEST MODEL?

» Bardzo czesto cechy, ktore mozemy obserwowac i
mierzycC nie sg tymi najbardziej informatywnymi




DO CZEGO POTRZEBNY JEST MODEL?

» Bardzo czesto cechy, ktore mozemy obserwowac i
mierzycC nie sg tymi najbardziej informatywnymi

Grafika: ,Maty ksigze” Antoine de Saint-Exupéry




DO CZEGO POTRZEBNY JEST MODEL?

Daje mozliwosc weryfikacji czy prawidtowo interpretujemy
procesy zachodzgce w przyrodzie

Umozliwia poznanie struktury skomplikowanych systemow
biologicznych oraz interakcji pomiedzy ich poszczegdlnymi
elementami

Modele petnig istotng role w praktyce poprzez:

o Umozliwienie zrozumienia uwarunkowan skomplikowanych zjawisk
o Przewidywanie mozliwych scenariuszy w przysztosci

o Przewidywanie skutkow ewentualnej interwencji




DO CZEGO POTRZEBNY JEST MODEL?

Umozliwia potaczenie fragmentarycznych informacji
w jeden zrozumiaty system np.
potgczenie wynikow eksperymentow in-vivo i in-
vitro
jaki jest zwigzek pomiedzy uwarunkowaniami
biologicznymi, genetyka a obserwowanymi
cechami?

Umozliwia testowanie hipotez, ktore sg trudne do
przetestowania empirycznie

Umozliwia predykcje oraz generowanie nowych
hipotez badawczych do dalszych eksperymentow




MODEL MATEMATYCZNY

Najwieksze wyzwanie ... wyodrebnienie jedynie najwazniejszych
elementow z bardzo ztozonego ukfadu rzeczywistego

Nawet najlepszy model jest tylko przyblizeniem

rzeczywistosci

© Nie ma i nie moze by¢ jednego, idealnego modelu dla
danego fragmentu rzeczywistosci

o Wptyw na to w jakim stopniu model oddaje rzeczywistos¢ ma

przede wszystkim:

* Niepewnos¢ parametrow
* Niepewnos¢ warunkow poczatkowych i brzegowych ‘
* Problemy zwigzane ze skalg czasowg lub przestrzenng




PRZYKEADOWE OGRANICZENIA
MODELOWANIA MATEMATYCZNEGO

» Brak szczegotowej wiedzy iloSciowej na temat zjawiska

» Brak dostepnych danych / metod umozliwiajgcych
0szacowanie parametrow

» Jak uwzglednic losowos¢ pojawiajgcg sie w uktadach
biologicznych?




JAK POWSTAJE MODEL MATEMATYCZNY

Helen M. Byrne
(2010), Nature
w Reviews Cancer




JAK POWSTAJE MODEL MATEMATYCZNY

© Najwazniejsze kroki:
1. Budowa modelu
2. Predykcja oraz analiza
3. Walidacja
4. Aplikacja

o Podobne kroki podejmowane sg przy planowaniu
eksperymentow:
1. Zaplanowanie eksperymentu
2. Wygenerowanie danych
3. Analiza wygenerowanych danych
4. Walidacja odkry¢
5. Aplikacja wynikow w praktyce




KROK 1: BUDOWANIE MODELU

Precyzyjne zdefiniowanie celow jakim stuzyc¢

ma model
Co chcemy o0siggngc?

Wybranie najwazniejszych skiadowych
Jak duze uproszczenie jest konieczne?
Brzytwa Ockhama — w wyjasnieniu zjawisk nalezy
dazy¢ do prostoty. Wybieramy takie wyjasnienie, ktore
opiera sie na jak najmniejszej licznie pojec i zatozen.

- L —~~“All things being

B (equal, the simplest
~solution tends to be
ithe best one.”

. JWilliam of Ockham ‘
*®)




KROK 1: BUDOWANIE MODELU

3. Precyzujemy zatozenia
Oparte na dotychczasowej wiedzy oraz naszej wierze
Uwaga! Btedne zatozenia doprowadzg do btednych
whnioskow!

Isaac Newton:
Masa jest statg — mechanika klasyczna

Albert Einstein:
Masa jest zmienng — teoria wzglednosci




KROK 1: BUDOWANIE MODELU

4. Tworzymy graficzny schemat modelu
o Wizualna reprezentacja zatozen
o Zmienne oraz relacje pomiedzy nimi
o Bardzo wazne dla ztozonych modeli!
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5. Zapisanie modelu w postaci rownan
matematycznych




KROK 2: PREDYKCJA ORAZ ANALIZA

Jak rozwigzac¢ rownania z naszego modelu?

Analitycznie — za pomocg wzordow i przeksztatcen
Korzystamy wytgcznie z matematyki
Mozliwe tylko dla prostych réwnan
Otrzymujemy jedno, konkretne rozwigzanie oraz
dobre zrozumienie modelu

Numerycznie — za pomocg operacji na liczbach
Z wykorzystaniem komputera
Wymaga uzycia algorytmow, ktore szacujg
przyblizone rozwigzanie




KROK 2: PREDYKCJA ORAZ ANALIZA

o Jakie dane wyjsciowe sg dla nas najwazniejsze
o Brak wstepnych zatozenn moze prowadzic¢ do
wygenerowania zbyt duzej ilosci danych. §HE!_P

o Jak dobra¢ odpowiednie parametry na wejsciu?
o Korzystamy z dostepnej literatury
o Korzystamy z istniejgcych danych i szacujemy parametry
(wnioskowanie statystyczne)
o Nie zawsze mozna wyznaczy¢ pojedynczg wartosé¢
O Duza ilos¢ dostepnych metod — jak wybrac tg
witasciwg?




KROK 2: PREDYKCJA ORAZ ANALIZA

o Opracowujemy wiele mozliwych scenariuszy (rozne
parametry wejsciowe):
o Realne — realizacja celu naszej analizy, weryfikacja
hipotezy badawczej
o Ekstremalne — testowanie ograniczen naszego
modelu




KROK 2: PREDYKCJA ORAZ ANALIZA

© Analiza modelu
o Powinna prowadzi¢ do lepszego zrozumienia modelu

o Sktada sie na nig analiza jakosciowa i ilosciowa

o Jakie typy odpowiedzi sg generowanie przez model? Czy
wygladajg realistycznie?

o Jak zmiana poszczegdlnych parametréw wptywa na
zachowanie modelu?

o Jak wrazliwy jest model na wartosci wejsciowe
parametrow?

o Jak stabilne sg predykcje na podstawie modelu w
zaleznosci od matych zmian wartosci wejsciowych lub
zatozen?

Krok ten bardzo czesto prowadzi do przebudowy modelu !!!




KROK 3: WALIDACJA MODELU

Poréwnanie tego co model przewiduje z rzeczywistoscig

,Model powinien byc tak prosty, jak to tylko mozliwe, ale
nie prostszy”

Albert Einstein

o Szczegoblne wyzwanie w biologii ze wzgledu na stopien
ztozonosci uktaddéw biologicznych i ich zmiennosc




KROK 3: WALIDACJA MODELU

W najlepszym wypadku: poréwnanie predykcji z modelu
do danych eksperymentalnych

Do walidacji musimy uzy¢ niezaleznych danych, ktore nie
byty wykorzystane w procesie tworzenia modelu
Jezeli nie ma mozliwosci zdobycia niezaleznych
danych, na poczatki dzielimy dane na czes¢
treningowa (budujemy model) oraz walidacyjna
(testujemy model).




KROK 3: WALIDACJA MODELU

Wygenerowanie danych, ktore mogg byc¢ bezposrednio
porownane z danymi empirycznymi jest kluczowe dla
prawidtowej weryfikacji modelu

Teoria grawitacji Newtona, ktora nie uwzglednia
efektu zakrzywienia czasoprzestrzeni przez
rozmieszczone w niej ciata

Teoria wzglednosci Einsteina pozwolita wyjasnic
odchylenia w ruchu planety Merkury oraz promieni
swietlnych z odlegtych gwiazd




KROK 3: WALIDACJA MODELU

Zasada falsyfikowalnosci
Kazdy model lub teoria w naukach przyrodniczych powinny
by¢ tak sformutowane, aby chocby teoretycznie mozliwe byto
ich obalenie, czyli falsyfikacja
Wystarczy aby wyniki cho¢ jednego eksperymentu byty
niezgodne z przewidywaniami aby nie uzna¢ modelu za
poprawny!

Statystyka jako narzedzie do weryfikacji modelu
Pozwala przyjac lub odrzuci¢ model z pewnym
prawdopodobienstwem na podstawie zgodnosci miedzy
przewidywaniami a wynikami eksperymentu




KROK 3: WALIDACJA MODELU

Jezeli predykcje modelu znacznie odbiegajg od rzeczywistosci,

nalezy zidentyfikowac¢ prawdopodobne przyczyny:
Naturalna zmiennos¢ w populacji, Srodowisku, btedy w pomiarach
Jezeli zmiennos¢ nie wykracza poza granice normy (statystyka) model
jest akceptowalny

Btedy przy tworzeniu modelu:
Zty dobdr lub nieprawidtowo dobrane wartosci parametréow
Nieprawidtowo dobrane rownania matematyczne
Rada: Przebudowadé model.

Nie wszystkie istotne zmienne zostaty uwzglednione w

modelu
Rada: zwiekszamy ztozonos¢ modelu




KROK 4: APLIKACJA MODELU

Modele matematyczne moga by¢ cennym zrodtem informac;ji

przy podejmowaniu decyzji:
Ocena ryzyka np. epidemii, udzielenia kredytu
Przewidywanie skutkow podjetej strategii

Musimy ufac ze predykcje sg prawidtowe!

Przy tworzeniu modelu zawsze bierzemy pod uwage
koncowego uzytkownika, ktéry powinien rozumiec zatozenia

modelu, predykcje oraz ograniczenia
Czy model stuzy wytgcznie do celdw poznawczych czy ma byc
stosowany w praktyce?




KLASYFIKACJA MODELI

o Przynaleznos¢ modelu do kategorii umozliwia
powiedzenie wiecej na temat ich celu, zakresu, oraz
wykorzystywanych technik matematycznych

o Przyktady klasyfikaciji:
o Empiryczne vs mechanistyczny
o Deterministyczne vs stochastyczne
o Statyczne vs dynamiczne
o Liniowe vs nieliniowe
o Dyskretne vs ciggte
o Model systemu vs model molekularny




MODEL EMPIRYCZNY VS MECHANISTYCZNY

Modele empiryczne (statystyczne)
Model opracowywany na podstawie danych eksperymentalnych
Punktem wyjsciowym sg dane
Nie jest wymagana wstepna wiedza
Cel: opis wzordw oraz zaleznosci obserwowanych w danych

Model mechanistyczny
Model opracowywany na podstawie hipotezy badawczej
Punktem wyjsciowym jest hipoteza
Cel: zrozumienie mechanizmoéw stojgcych za obserwowanym
Zjawiskiem
Wymagana jest wstepna wiedza na temat zjawiska
Dane empiryczne wykorzystywane sg w celu parametryzacji,
walidacji modelu ‘




MODEL DETERMINISTYCZNY

Wielkos¢ wyjsciowa jest jednoznacznie przypisana do

wielkosSci wejsciowej za pomocg okreslonej zaleznosci
funkcyjnej

o Okresla stany wybranego uktadu w czasie
o Nie uwzglednia losowego rozrzutu wartosci zmiennych

MODEL STOCHASTYCZNY
(PROBABILISTYCZNY)

o Okresla prawdopodobienstwo, ze dany ukfad znajdzie sie w danym
stanie




MODEL DETERMINISTYCZNY A STOCHASTYCZNY

Stochastic

Deterministic




MODEL SYMULACYJNY

Nie jest to typ modelu matematycznego

Realizacja programu symuluje przebieg rzeczywistego
procesu — termin odnosi sie do implementacji modelu
matematycznego poprzez np. symulacje komputerowg
Nie jest reprezentowany przez jedng okreslong strukture
matematyczng, ale algorytm i zbudowany na jego
podstawie program, ktérego elementy skonstruowane
sg ha podstawie modeli matematycznych
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All models are wrong

but some are useful

George E.P. Box




