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Brak mozliwosci uwzglednienia czynnikéw losowych w modelu
deterministycznym

Znany jest jedynie rozktad prawdopodobienstwa mozliwych
standw koncowych

Kazdemu wynikowi towarzyszy odpowiednia szansa jego
realizacji — poszukujemy najbardziej prawdopodobnego
rezultatu



SYMULACJA STOCHASTYCZNA

Symulacja stochastyczna to eksperyment przeprowadzany w

komputerze, polegajgcy na wielokrotnej symulacji dziatania
analizowanego procesu oraz rejestracji szukanych
charakterystyk wynikowych

http://www.xIr8r.info/SSA/



PRAWDOPODOBIENSTWO

Rachunek prawdopodobienstwa — dziedzina matematyki
zdjmujgca sie badaniem zjawisk losowych (nie mozemy ich
przewidziec z catkowitq pewnosciq).

Prawdopodobienstwo zdarzenia A

P(A) . |A| Moc zbioru A (A — Liczba zdarzen sprzyjajqcych)
| 1] Moc zbioru Q (Q — Liczba wszystkich

mozliwych zdarzen)

Zbiér zdarzen elementarnych (Q)— zbiér zawierajgcy wszystkie
mozliwe zdarzenia (sytuacje wykluczajgce sie nawzajem)

Zbiér zdarzen elementarnych dla dwukrotnego rzutu monetq:

0, ={(O,R),(0,0), (R,R), (R,0)}



WLASNOSCI
PRAWDOPODOBIENSTWA
- PRZYPOMNIENIE

O<P(A)<1 — zawsze w granicach od 0 do 1
P(Q)=1 — zdarzenia pewnego jest réwne 1

P(@)=0 — zdarzenia niemozliwego jest
réwne O

P(A")=1-P(A) — prawdopodobienstwa
zdarzenia przeciwnego P(A)

lloczynem zdarzen (A N B) nazywamy
zbiér wszystkich zdarzen elementarnych
przestrzeni Q, ktére sprzyjajq zdarzeniu A i
zdarzeniu B

Sumq zdarzen (A U B) nazywamy zbiér
wszystkich zdarzen elementarnych
przestrzeni Q, ktére sprzyjajq co najmniej
jednemu ze zdarzen A, B



LDARZENIA LOSOWE

Zdarzenia losowe rozilqczne (albo wykluczajqce sie) to
para zdarzen losowych A,B ktérych czesé wspdlna
jest zdarzeniem niemozliwym

Zdarzenia losowe niezalezne to zdarzenia nalezqce do
tej samej przestrzeni zdarzen, dla ktérych spetniony jest
warunek:

P(ANB) = P(A) = P(B)

Zaleznos¢ takqg obserwujemy, gdy prawdopodobienstwo zdarzenia A
jest takie samo bez wzgledu na to czy zaszto zdarzenie B czy nie i
odwrotnie.



PRAWDOPODOBIENSTWO WARUNKOWE

Prawdopodobienstwo warunkowe —
prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A pod

warunkiem, ze zajdzie zdarzenie B

P(ANB)

P(AIB) = —5

gdzie P(B)>0



PRAWDOPODOBIENSTWO CALKOWITE

Prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A, posiadajqgc
informacje o prawdopodobienstwie tego, ze:
* A zaszto pod warunkiem zajscia B1

* A zaszto pod warunkiem zajscia zdarzenia przeciwnego do B1 (B2)

P(4) = P(AnB;)U (A4 nB,)=P(A|By)P(By) + P(A|B,)P(B,)

* B, i B, wykluczajq sie




PRAWDOPODOBIENSTWO CALKOWITE

Jezeli zdarzenia B,,B,,...,B. sq parami roztqgczne oraz
majq prawdopodobienstwa dodatnie, ktére sumujq sie do
jedynki, to dla dowolnego zdarzenia A zachodzi wzér:

P(A) = P(A|B,)P(By) + P(A|B;)P(B;) + -+ + P(A|B,)P(B,)



TWIERDZENIE BAYESA

Twierdzenie — Jezeli zdarzenia B1, B2,..., Bn wykluczajq
sie parami i majq prawdopodobienstwa dodatnie, to dla
kazdego zdarzenia A zawartego w sumie zdarzen

B,UB,..U B,

P(A|By)P(By)
P(A|B,)P(By) + P(A|B;)P(B;) + ---+ P(A|B,)P(B,)

P(B|4) =

Wzér uproszczony dla pojedynczego zdarzenia B:
P(A|B)P(B)

P(B|A) = P(A)




TWIERDZENIE BAYESA

Jak wyprowadzono twierdzenie Bayesa?

P(A|B) = P(;l(;)‘g) ~ P(ANB) = P(A|B)P(B)
P(BIA) = = (;1(2)8 ) L P(ANB) = P(B]A)P(A)
4
P(B|A)P(A) = P(A|B)P(B)
4
b1 - PAIBPE)

P(A)



WNIOSKOWANIE BAYESOWSKIE A
KLASYCZNE

Sprawdzamy czy moneta jest symetryczna:
Podejscie klasyczne: powtarzamy wielokrotnie eksperyment
aby obliczyé czestos¢ empirycznq zdarzenia, co daje nam
oszacowanie prawdopodobienstwa

wielokrotnie rzucamy monetq, oszacowane prawdopodobienstwo
wyrzucenia reszki wynosi 50%

Podejscie bayesowskie: Szacujemy w jakim stopniu ufamy, ze
moneta jest symetryczna



WNIOSKOWANIE BAYESOWSKIE
WZOR UPROSZCZONY

Przyktad:
* P(zielone) = P(Z) = 0.16 — odsetek studentéw o zielonych oczach
“ P(kot) = P(K) = 0.1269 — odsetek studentéw posiadajgcych kota

* P(kot | zielone) = P(K|Z) = 0.5 — odsetek studentéw o zielonych oczach
posiadajqgcych kota

" Jakie jest prawdopodobienstwo, ze student ma zielone oczy jezeli posiada
kota?

P(KIZ)P(Z) 05+016

P(ZIK) = = 0,63
(ZIK) P(K) 0,1269

Co zyskalismy?

Majgc dodatkowe informacje (posiadanie kota)
mozemy z wiekszym prawdopodobienstwem (0,16
vs 0,63) stwierdzi¢ czy losowo wybrany student ma
zielone oczy




WNIOSKOWANIE BAYESOWSKIE

P(D|H) P(H)

PUHID) = STy PC) + POIFHY P

P(H|D) — prawdopodobienstwo warunkowe - hipoteza jest prawdziwa
(H), jezeli tak méwiq dane (D)

P(D|H) — prawdopodobienstwo warunkowe — dane (D) bedq
potwierdzaty hipoteze (H), jezeli bedzie ona prawdziwa

P(H) — prawdopodobienstwo, ze hipoteza jest prawdziwa
P(fH) — prawdopodobienstwo, ze hipoteza jest fatszywa

P(D|fH) — prawdopodobienstwo, ze dowody potwierdzajg hipoteze,
ale jest ona fatszywa (fD)



CZUtOSC | SWOISTOSC

Tabela klasyfikacji®
FPrzewidywane
SUMV Frocent

poprawnych

Obserwowane nie przezft | przezyl klasyfikacii

Krak 1 suny nie przezgt | TN Q?/#P 24 63,6
przezyl FN A TP 44 81.5
Procent ogatem \',1\/ (.‘-"1 ,?‘)
N—"

a. Punktem podziatu jest 500 ‘

Trafnie przewidziany
sukces i porazka

Swoistos¢
-~ (Specyficznos¢)
<—— Czutos¢
< Dokfadnos¢

(ACC)

Procent przewidzianych

wartosci ogétem
(sukcesow i porazek)

., TP 44
CzutoSc = TPYFN _24+10 0.815
' g2 TN _ _
Specyficznos¢ = TNTFP _22%24° 0.636
Dokladnosc = 1P 2o+ ad = 0.717

TN +FP+TP+FN 42+24+ 44+ 10



WNIOSKOWANIE BAYESOWSKIE W DIAGNOSTYCE
MEDYCZNEJ

Test diagnostyczny ma czutosé 929% - wykrywa 99% przypadkéw
choroby — Prawdopodobienstwo, ze test wypadnie pozytywnie
jezeli osoba jest chora.

Ten sam test ma swoistos¢ 99% - wypada negatywnie w 99%
przypadkoéw jezeli dana osoba jest zdrowa

Wiemy, ze tylko 5 % badanych choruje

Jakie jest prawdopodobienstwo, ze osoba jest chora jezeli test
wypadt pozytywnie?



WNIOSKOWANIE BAYESOWSKIE W DIAGNOSTYCE
MEDYCZNEJ

P(CH)_P(HC)P(C)_ P(+|C)P(C)
 P(+)  P(+|OP©O)+P(H|2DHP(2)
- 0.99 * 0.05 _ 00495 oo
~0.99%0.05+0.01%0.95 0.0495+ 0.0095
C chory P(C) = 0,05 — odsetek chorych wsréd badanych
Z zdrowy P(Z) = 1- 0,05 = 0.95 — odsetek zdrowych wsréd badanych

+ wynik pozytywny testu P(+|C) = 0,99 — skuteczno$¢ testu przy badaniu osoby chorej,
odsetek testéw prawdziwie pozytywnych (czutosé)

— wynik negatywny testu P(— |Z) = 0,99 — skuteczno$éé testu przy badaniu osoby zdrowej,
odsetek testéw prawdziwie negatywnych (swoistosé)

Mozemy obliczyé P(+|Z) = 1- P(— |Z) = 0,01 — jest to odsetek testéw falszywie pozytywnych

Sprawdz: https: / /seeing-theory.brown.edu/bayesian-inference /index.html#section]



https://seeing-theory.brown.edu/bayesian-inference/index.html#section1

WNIOSKOWANIE
BAYESOWSKIE

Zaczynamy z zestawem hipotez opartych

na naszej dotychczasowej wiedzy — mamy
wstepne przestanki aby wierzyé, ktére sq

prawdziwe a ktére nie

Lbieramy dane i weryfikujemy nasze
zatozenia — jezeli dane wspierajq
hipoteze nasza ,,wiara” w niq rosnie, jezeli
jest przeciwnie — stabnie.

Podejrzewam, ze bedzie dzisiaj padad,
czy jezeli zobacze kogos z parasolem na
ulicy moja wiara w tq hipoteze sie
zwiekszy?



WNIOSKOWANIE BAYESOWSKIE

Czy moneta jest symetryczna?
P(D|6)P(6)
P(D)

P(D) - Prawdopodobienstwo zbioru przestanek
(danych)

P(D|@) - prawdopodobiefistwo zaobserwowania
wynikéw zaktadajqc rozktad dla parametru

P(@|D) =

(hipoteze)
P(8) - prawdopodobienstwo a priori,
zaktadany rozktad dla parametru (hipotezy)
P(6|D) - prawdopodobiefistwo (stopie
wiarygodnosci) a posteriori dla parametru
(hipotezy)

g - parametr wyznaczajgcy
symetrycznos¢ monety

D — Dane, wynik
doswiadczenia
np. 4 reszki na n rzutéw

Posterior Beliefs

Evidence

Prior Belieis

Sprawdz: https://seeing-theory.brown.edu/bayesian-inference /index.html#section]


https://seeing-theory.brown.edu/bayesian-inference/index.html

WIARYGODNOS(C

Funkcja wiarygodnosci

L(6|D) = P(D|6)

N

Wiarygodnos¢ rozktadu pod Prawdopodobienstwo obserwacji

warunkiem, ze mamy danych pod warunkiem

okreslone dane okreslonego rozktadu

Rozktad dopasowujemy do Jak bardzo prawdopodobne sq

danych nasze dane zaktadajgc dany
Sprawdz: rozktad?

https:/ /seeing-theory.brown.edu/bayesian-inference /index.html#section]



https://seeing-theory.brown.edu/bayesian-inference/index.html

TWIERDZENIE BAYESA 1 SLEDZTWO

Dr. Watson: “How often have | said to you that when you have
eliminated the impossible, whatever remains, however

improbable, must be the truthe”

PowiedZmy to inaczej:

How often have | said to you that when
p(D[0) = O for all i #j, then, no matter how SHERLOCK
. HOLMES

small the prior p(ei) > 0 is, the posterior

p(6. | D) must equal one




GENEROWANIE LICZB PSEUDOLOSOWYCH

Anyone who considers arithmetical methods of producing
random digits is, of course, in a state of sin.

John von Neumann 1951

Komputer nie jest w stanie generowac liczb prawdziwie
losowych

Generujemy ciagi liczbowe o z gory ustalonych
wartosciach, ktore imitujg ciggi liczb losowych

Liczby takie generowane sg w sposob deterministyczny

Punkt startowy to ziarno losowania

= Recznie ustawione ziarno umozliwia replikacje obliczen i
symulacji



GENEROWANIE LICZB PSEUDOLOSOWYCH

Generator liczb pseudolosowych

generuje deterministycznie ,,potencjalnie nieskoriczony” cigg bitow
na podstawie ziarna

jesli ziarno jest reprezentowane przez k bitow informacji, to
generator moze wygenerowac n-bitowy cigg jedynie na 2k
sposobow sposrod 24n mozliwych

Przyktadowe zastosowanie
metoda monte carlo — wystarczajg ,,stabe” generatory
kryptografia — wymaga ,,silnych” generatorow



LOSOWOSC A PSEUDOLOSOWOS(

Student 1:
THHHTHTTTTHTTHTTTHHTHTTHT
HHHTHTHHTHTTHHTTTTHTTTHTH
TTHHTTTTTTTTHTHHHHHTHTHTH
THTHTHHHHHTHHTTTTTHTTHHTH

Student 2:

HTTHTTHTHHTTHTHTHTTHHTHTT
HTTHHHTTHTTHTHTHTHHTTHTTH
THTHTHTHHHTTHTHTHTHHTHTTT
HTHHTHTHTHTHHTTHTHTHTTHHT

Nauczyciel poprosit dwéch
studentéw o wykonanie 100
rzutdw monetq i zapisanie
wynikéw. Jeden ze studentow
podat wymyslone wartosci,
zamiast wykonaé eksperyment.
Ktéry?

http://blogs.crikey.com.au/theurbanist /2011 /11 /24 /what-does-random-look-like /



LOSOWOSC A PSEUDOLOSOWOSC

TOUR OF ACCOUNTING |§ | ane
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LOSOWOSC A PSEUDOLOSOWOS(

Kiedy liczby sq prawdziwie losowe?

* Teoria liczb
* Teoria uktadéw dynamicznych

" Filozofia
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Ktéry z tych wykreséw przedstawia losowe utozenie punktéw?

http://blogs.crikey.com.au/theurbanist /2011 /11 /24 /what-does-random-look-like /
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LOSOWOSC A PSEUDOLOSOWOS

Jaskinia Waitomo Glowworm i $§wiecqce

muchéwki Arachnocampa luminosa




MONTE CARLO

Za tworce najczesciej uznaje sie Stanistawa Ulama

Sg to metody obliczeniowe polegajgce na wykorzystaniu
generatorow liczb pseudolosowych

Stosowane do modelowania procesow:

zbyt ztozonych aby mozna byto przewidzieé¢ wynik za pomoca
podejscia analitycznego

tam gdzie podejscie analityczne jest mozliwe, ale bardzo
skomplikowane

Metoda Monte Carlo polega na wielokrotnym losowaniu z
okreslonego wczesniej rozktadu



MONTE CARLO - PRZYKLADY

Obliczanie liczby m:

* Chcemy obliczy¢ pole kota wpisanego w kwadrat o boku
rownym 2r, gdzie r to promien kota. Wzory:

* Pole kola: mtr?
“ Pole kwadratu (2r)% 4r?

= 4Pkoio/P

kwadrat

;N
N




LICZBA T

Symulacja: o8 o, i Ty §
0.4 o/t . A S,

Wyznaczamy wewngqtrz kwadratu
bardzo duzo losowych punktéw

02w

Zliczamy te punkty, ktére znajdujq
sie we wnetrzu kota

-04 17\ ;.0

08 e 37 N
Sprawdz: https://seeing-theory.brown.edu /frequentist- ' "

inference /index.html#section1 -1

Stosunek liczby punktéw zawierajqcych sie w kole do
wszystkich wylosowanych punktéw bedzie dgzyt w
nieskonczonosci do stosunku pola kota do pola kwadratu

n= 4nkolo/nkwadrat


https://seeing-theory.brown.edu/frequentist-inference/index.html

DESKA GALTONA

Deska Galtona to pochylona deska z wbitymi gwozdziami
utozonymi w tréjkqt, pod ktérqg znajdujq sie przegrdédki do
ktérych wpadajq kulki.

Kulki tworzq histogram rozktadu dwumianowego, ktéry zgodnie z
centralnym twierdzeniem granicznym zbliza sie do rozktadu
normalnego przy bardzo duzej liczbie kulek i przegrédek

1
/N
8




DESKA GALTONA

Prawdopodobienstwo, ze kulka wpadnie do
przegrédki numer k jest rowne

0,5%x 0,5™k

n — liczba wszystkich przegrédek

Deska Galtona ilustruje wiec sposéb
powstawania w naturze rozktadu
normalnego pod wptywem duzej liczby
drobnych losowych odchylen

Sprawdz: https: / /www.youtube.com/watch?v=b216a80 VU

L
LR
LR R
LR R
LR R
L R R R
L B R R

http://rosettacode.org/wiki/Galton_box_animation


https://www.youtube.com/watch?v=b216a8O_IVU

GENEROWANIE LI1CZB LOSOWYCH ZE ZNANEGO
ROKLADU W R

Przyktad: Rozktad jednostajny (kazda wartos¢ ma identyczne
prawdopodobienstwo)
runif(5,1,4) — losujemy piec liczb z rozktadu jednostajnego
(min=1 i max=4)
punif(0.5) — wyznaczamy wartos¢ dystrybuanty rozktadu jednostajnego w
punkcie 0.5
dunif(0.5) — wyznaczamy gestosc rozktadu jednostajnego w punkcie 0.5

qunif(0.1) — wyznaczamy wartos¢ kwantyla rzedu 0.1 dla rozktadu
jednostajnego

0000000000



PROCESY STOCHASTYCZNE

Procesem stochastycznym nazywamy zbiér zmiennych losowych
{X.}.cr, ktére przyjmujq wartoéci w przestrzeni i sq indeksowane
przez zbidér T

D — pewne zdarzenie losowe — np. pogoda danego dnia

X, Xy, X3, oory X— zbidr wszystkich mozliwych wynikéw np. stonecznie,
pochmurno, deszczowo

W trakcie powtarzania doswiadczenia N razy w prébie z numerem t
(gdzie t € N) dostajemy wynik o numerze X, (gdzie X, € {1,2,3,...,n})

Prawdopodobienstwa réznych wartosci W,, mogq zalezeé od:
niczego - sq niezalezne (Proces Poissona, Proces Bernoullego)

wynikéw wszystkich poprzednich doswiadczen

tylko od wyniku poprzedniego doswiadczenia (Procesy Markowa)



PROCES BERNOULLEGO

Proces stochastyczny ztozony z ciggu niezaleznych
zmiennych losowych X, X,, X,..., X, takich, ze:
Dla kazdego i wartos¢ X, to 0 (porazka) lub 1 (sukces)

Prawdopodobienstwa osiggniecia wartosci 0 i 1 jest identyczne dla
kazdego i — zmienne losowe s3 niezalezne.

Rzut monetg
Dwa mozliwe wyniki kazdej proby: O (orzet) lub R (reszka)

Prawdopodobienstwo otrzymania jednego z tych dwdéch wynikéw
wynosi 0.5 i jest niezalezne od poprzedniego rzutu

Liczba reszek jakie wyrzucimy w serii rzutéw ma rozktad
Bernoulliego



ROZKLAD BERNOULLIEGO (DWUMIANOWY)

Prawdopodobienstwo zajscia
pojedynczego scenariusza

C H ’ ks | -k
PLY=k)=| lg"(1-q)
e n

|

| . N
Liczba ,,scenariuszy” ze 1 1
zbioru n-elementowego 1 o 1
. Al 1 3 3 1
== 1 4 6 4 1
<k > k!<n—k)! 1 s 10 10 S 1
1 6 1S 20 15 & 1



DRYF GENETYCZNY

Zmiany czestosci wystepowania genéw/alleli w
populacji, ktore nie wynikajg z doboru naturalnego, migrac;ji
czy mutacji, ale ze zdarzen losowych

losowe pobieranie prob o ograniczonej liczebnosci




MUTACJE NEUTRALNE

Rozprzestrzenianie mutacji za pomocq dryfu genetycznego
Model Wrighta-Fishera:

Istnieje m kopii sekwencji z mutacjq w jednym pokoleniu,
chcemy ustali¢ liczbe kopii sekwencji z mutacjg w nastepnym
pokoleniu

Kazda kopia genu w nowej populacji jest dziedziczona z jednej
przypadkowo wybranej kopii genu z poprzedniego pokolenia

Dowolna kopia genu w pokoleniu t zawiera mutacje z
prawdopodobienstwem réwnym ae=m/N i jest wolna od mutagji
z prawdopodobienstwem 1- o

Prawdopodobienstwo, ze bedzie n kopii zmutowanego genu w
kolejnym pokoleniu opisuje rozkiad dwumianowy



| DRYF GENETYCZNY

Utrwalenie
mutacji

AN\

XX 0o 9 00 00

\/ /\ /\ /\ /\

-

NN\

XX X0 90 00

vV VY /\

-G

////

XX Xo X ‘O..

v VvV Y

pokolenie 4

pokolenie 2 pokolenie 3

pokolenie 1



DRYF GENETYCZNY

Ciekawe symulacje:
http: / /www.biology.arizona.edu/evolution/act /drift /drift.

hitml



http://www.biology.arizona.edu/evolution/act/drift/drift.html

| DRYF GENETYCZNY

W programie populus: http://cbs.umn.edu/populus/

* Wykorzystuje metode Monte Carlo: losowanie alleli z matej populacji
rodzicielskiej i przekazanie ich potomstwu

* Dryf moze by¢ zasymulowany max dla 10 dwuallelicznych loci

* Przyktad: populacja ztozona z dwéch osobnikéw, samca i samicy

samiec samica

ae e
\

Dwa osobniki potomne, Jakie bedq ich genotypy?
Z jakim prawdopodobienstwem?


http://cbs.umn.edu/populus/
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Genetic Drift in 100 Diploids
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http:/ /pandasthumb.org /archives /2004 /05 /evomath-3-genet.html



EFEKT ZALOZYCIELA

Odtaczenie sie od populacji wyjsciowej niewielkiej grupy osobnikéw (o
innej frekwencji alleli niz populacja wyjsciowa) ktéra migruje lub zostaje
przeniesiona na nowy, odizolowany obszar.

* Np. z licznej populacji zyjacej na rozlegtym terenie kontynentu czes¢ osobnikdw
przedostaje sie na odizolowang wyspe

Po wielu pokoleniach mozemy miec do czynienia
z nowg jednostka systematyczna np. podgatunkiem
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Polecane: https:/ /www.youtube.com /channel /UCoxbmeSkLm-NymFiNgeFbCw



