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TYPY ZALEZNOSCI
PRZYPOMNIENIE

Deterministyczna (funkcyjna) — jednej wartosci zmiennej
odpowiada scisle okreslona wartosc drugiej zmiennej

Y = f(X)

Statystyczna — konkretnej wartosci jednej zmiennej
moze odpowiadac wiele wartosci drugiej zmiennej

Wystepuje dodatkowo czynnik zaktdcajgcy zwany
sktadnikiem losowym (g)

Y =f(X)+ e



WERYFIKACJA HIPOTEZ STATYSTYCZNYCH
PRZYPOMNIENIE

Hipoteza badawcza: leki A i B roznie wptywajg na stan
kliniczny pacjentow

EXA # EXB (na tym nam zalezy)

Hipoteza statystyczna (HO): lek A i B tak samo wptywajg na
stan kliniczny pacjentow

EXA = EXB (tatwiejsze do zbadania)



TEST STATYSTYCZNY
PRZYPOMNIENIE

Zbior regut postepowania, w wyniku ktorych podejmujemy
decyzje o przyjeciu lub odrzuceniu H,.

hipoteza
prawdziwa fatszywa
decyzja
btad Il rodzaju (B)
przyjmujemy + moc testu (1-B)
0,8-0,9
btad | rodzaju

odrzucamy poziom istotnosci () '

0,05; 0,01




probability of observation

Probability & Statistical Significance Explained

True value under the null hypothesis
and most likely observation

v

95% statistical
significance threshold

Observed p-value
(statistical significance)

Observed

very unlikel
o i result (value)

very unlikely
observations

observations

set of possible results

Zrodto: https://steemit.com/steemstem/@aximot/statistical-hypothesis-testing-the-lottery-tickets



KORELACJA LINIOWA

Korelacja NIE JEST badaniem zwigzku przyczynowo-skutkowego,
ale wspotzmiennosci cech.

Wspotczynnik korelacji liniowej Pearsona
okresla kierunek i site zaleznosci
przyjmuje wartosci od -1 do 1.

Jakie wspotczynniki korelacji dla ponizszych danych?
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KORELACJA LINIOWA
KWADRAT ANSCOMBE’A

Wspotczynnik korelacji na kazdym wykresie jest 0.816
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KORELACJA LINIOWA

Jak wyznaczamy wspolczynnik korelacji?

_ 2 —X)(yi —¥)
V2 — X2 X (y; — V)2

Licznik to kowariancja (cov,,)
Mianownik to 1loczyn odchylen standardowych (s,, s,)



MODELE LINIOWE

Jedna z najstarszych i najpopularniejszych metod
modelowania

Zaleznos¢ miedzy zbiorem zmiennych objasniajacych, a
zmienng ilosciowg nazywang zmienng objasniana

Zmienne sg mierzone na skali ilosciowej

Cele modelowania:

Zrozumienie zaleznosci miedzy obserwowanymi zmiennymi: ktore
zmienne objasniajace, i w jaki sposob, sg zalezne od zmiennej
objasnianej

Predykcja: Punktowe lub przedziatowe szacowanie wartosci cechy
objasnianej na podstawie zmiennych objasniajacych



METODA NAJMNIEJSZYCH KWADRATOW

Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) Adrien-Marie Legendre (1752 -1833)
- Uzywa metody do prac dotyczgcych - Pierwsza opublikowana praca w
astronomii od roku 1795 1805 r



METODA NAJMNIEJSZYCH KWADRATOW

Metoda najmniejszych kwadratow — minimalizowana
jest suma reszt czyli kwadratow odchylen wartosci
rzeczywistych (Y) od wartoéci szacowanych cechy (V)

F
. o\ 2
min (z i —¥i) )
L ]
&
* . .
Reszta (e) — réznica . ® o
miedzy wartoscia e 3
obserwowang, a s
szacowang

Copyright 2014, Laerd Statistics.



Regresja liniowa

Pierwsze uzycie terminu regresja — badania nad
dziedziczeniem wzrostu u ludzi w XIX wieku

RATE OF REGRESSION IN HEREDITARY STATURE.
Fig. (a)
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REGRESJA LINIOWA

Regresjg nazywamy funkcje, w ktorej wartos¢ cechy zaleznej
(objasnianej) wyrazona jest za pomocg wartosci cech
niezaleznych (objasniajacych)

Funkcja liniowa:
Vi = b}'xxi + ﬂ'yx

Gdzie:
b,, — wspdtczynnik regresji (w terminologii matematycznej:
wspotczynnik kierunkowy prostej)
a,, — wyraz wolny funkcji regresji (punkt przecigcia linii proste;j z
0sig Y)



WSPOLCZYNNIK REGRESJI PROSTEJ
o Wspotczynnik regresji

COVy,,

bh =
yx sz

o Stata regresji (wyraz wolny funkcji)




REGRESJA LINIOWA

Zatozenia:
Zaleznosc jest liniowa
Brak znaczgcych obserwacji odstajgcych

Homoscedastycznos¢ — wariancja reszt, sktadnika
losowego jest taka sama dla wszystkich obserwacji

Reszty majg rozktad zblizony do rozktadu normalnego
Regresja wielokrotna:

Liczba obserwacji musi by¢ wieksza, badz rowna liczbie
parametrow

Brak wspotliniowosci parametrow
Nie wystepuje autokorelacja reszt



7ZAY.OZENIA MODELU

Zaleznos¢ jest liniowa

Linear Linear Mo linear relationship

w
w

Copyright 2014, Laerd Statistics.

Zrédto: https://statistics.laerd.com/spss-tutorials/linear-regression-using-spss-statistics.php

Sposob weryfikacji: Inspekcja wykresow punktowych
Jezeli zatozenie nie jest spetnione:

* transformacja zmiennej zaleznej
* dopasowac model nieliniowy

k4



7ZAL.OZENIA MODELU

Brak znaczacych obserwacji odstajgcych
Outlier Qutlier

A

Copyright 2014, Laerd Statistics.

Sposob weryfikacji: Inspekcja wykreséw punktowych,
statystyka opisowa, odlegtos¢ Cooka

Zrédto: https://statistics.laerd.com/spss-tutorials/linear-regression-using-spss-statistics.php



NORMALNOSC RESZT

o Rozktad zaktécenia losowego przektada sie na
spodziewany rozktad reszt

Analiza jakosci dopasowania modelu oraz jego diagnostyka

opiera sie na analizie reszt

o Weryfikujemy:
» Normalnosc¢ rozktadu reszt
» Homoscedastycznosé




7ZAL.OZENIA MODELU

Homoscedastycznosc

Heteroscedasticity Heteroscedasticity Homoscedasticity

Copyright 2014, Laerd Statistics.

Zrédto: https://statistics.laerd.com/spss-tutorials/linear-regression-using-spss-statistics.php

homoscedastycznosé - statos¢ wariancji sktadnika losowego dla
poszczegdlnych wartosci zmiennej niezaleznej



/AL OZENIA MODELU

Normalnos¢ reszt — diagnostyka
Histogram oraz wykres kwantyl-kwantyl

Testy statystyczne (np. Shapiro-Wilka) tylko jako dodatkowe
zrodto informacji

Distribution of Residuals (10-Plot

Mormal
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Zrédto: http://support.sas.com/



NORMALNOSC RESZT

Wykres kwantyl-kwantyl — Uwaga na matg liczebnos¢
proby |
N =10 N = 1000
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http://onlinestatbook.com/2/advanced _graphs/qg-q_plots.html



NORMALNOSC RESZT

Tzw. grube ogony - gestosc
o Normalnosc¢ rozktadu reszt prawdopodobiefstwa na koricach

rozktadow jest wieksza niz w
rozktadzie normalnym
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NORMALNOSC RESZT
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MOZLIWOSCI EKSTRAPOLACJI

Model regresji nie powinien by¢ ekstrapolowany na
dane spoza zakresu na ktorych zostat opracowany!

My HOBBY: EXTRAPOLATING

AS YOU CAN SEE, BY LATE

NEXT MONTH YOU'LL HAVE

OVER FOUR DOZEN HUSBANDS,
7 BETTER GET A

BULK RATE ON
WEDDING CAKE.

https://Www.pinterest.com/pin/18929260905651518/



WERYFIKACJA ZAtOZEN MODELU W R

Residuals

JIStandardized residualsl

00 05 10 15

normalnosc¢ rozktadu reszt,

homoscedastycznosc
Residuals vs Fitted
] AR
—] %80 O.:'_:. L] o
n o o2 oo%oo(}% oooooio ooo
_ ey o ot
— -:T:go ° 8, 0 0% ¢ @ %98 ©
o o Ho e o o o
—] o 04190
I I I I
5 10 15 20
Fitted values
Scale-Location
ETCLs
420
] o o
o G o o
IR e o N S
= 00 © o%oo{?} % & %@ ©
o Voo @ ° “
— e} L+
I I I I
5 10 15 20
Fitted values
homoscedastycznosc

Standardized residuals

Standardized residuals

o1 2 3

-2

normalnosc rozktadu reszt

Normal Q-Q
480
2 1 0 1 2
Theoretical Quantiles
Residuals vs Leverage
o4f
) 175
S . o"bo o ¢ o “
8.8 0% P40, 0 & oo
w © So% & o @
o [} [} =]
- -—- CookisHistance 7%
| | | | |
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04
Leverage
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WERYFIKACJA ZALtOZEN MODELU

Residuals vs Fitted

- AR
Reszty & ] % o o o o oo o
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Wartosci dopasowane przez model

Dla adekwatnego modelu reszty nie powinny zaleze¢
funkcyjnie od zmiennej objasnianej, powinny miec srednig
warunkowg rowng zeru, niezaleznie od wartosci vy,



WERYFIKACJA ZALtOZEN MODELU

Standaryzowane reszty to reszty dzielone przez oszacowanie
odchylenia standardowego reszt

Scale-Location

Pierwiastki z modutow
standaryzowanych reszt

+|Standardized residualsl
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Wartosci dopasowane przez model

Wariancja reszt powinna by¢ jednorodna i nie powinna

zaleze¢ funkcyjnie od wartosci dopasowanych przez model
obserwacja jakiegokolwiek trendu wskazuje na odstepstwo od
zatozen jednorodnosci wariancji

niejednorodng wariancje mozna zredukowac przez odpowiednia
transformacje zmiennych



WERYFIKACJA ZAtOZEN MODELU

Kwantyle empiryczne dla
standaryzowanych reszt

Wykres kwantyl-kwantyl Normal Q-G Plot
(ang. Q-Q plot)
Inaczej: wykres kwantylowy
dla rozktadu normalnego
Weryfikacja zgodnosci z
rozktadem teoretycznym
Dobre dopasowanie rozktadu

teoretycznego do
zaobserwowanych wartosci w

]

Sample Quantiles

przypadku gdy wykreslane X

wartosci bedg tworzyty linie

prosta s | | | |
Mata liczebnos$¢ proby utrudnia 2 1 0 1 2
lub uniemozliwia prawidtowg Theoretical Quantiles

interpretacje 4%

Wartosci kwantyli rozktadu
normalnego odpowiadajace resztom



WERYFIKACJA ZAtOZEN MODELU

Odlegtos¢ Cooka

miara stopnia zmiany wspotczynnikdéw regresiji, gdyby dany
przypadek poming¢ w obliczeniach

miara wptywu poszczegolnych obserwacji na prosta regres;ji
wysoka dzwignia (ang. leverage) —
typowa wartosc¢ Y, i nietypowa Residuals vs Leverage
wartosc X
wysoka odmiennos$¢ (ang. discrepacy) —

nietypowa wartosc Y, dla typowe] o
wartosci X;

[a¥u]

SApmm——E

gy

Siandardzed resduals

14 Cook's detance

Duza odlegto$¢ Cooka (> 1) —
duzy wptyw na obcigzenie
rownania regresji

Dzwignia — miara wptywu obserwacji na
ocene wspotczynnikow modelu



Weryfikacja zatozen modelu w R

Residuals vs Fitted @ Normal Q-Q
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OCENA DOPASOWANIA MODELU

i(}'i - y)? =§:@i —y)? +§:(}’i — 9:1)°

SST = SSR + SSE

SST — Suma kwadratéw odchylen catkowitych
SSE — suma kwadratow odchylen nie wyjasnionych regresja (reszt)
SSR — suma kwadratéw odchylen wyjasnionych regresja

Wspotczynnik determinac;ji

_SSR SSR
~ SST  SSR + SSE

RZ



WSPOLCZYNNIK DETERMINACJI

Jaki procent zmiennosci zmiennej zaleznej (Y - objasnianej)
jest wyjasniany za pomocg zmiennej niezaleznej (X -
objasniajacej)

Na ile nasz model wyjasnia zgromadzone dane pomiarowe?

Dla prostej regresji liniowej otrzymujemy podnoszac do
kwadratu wspotczynnik korelacji liniowej Pearsona (r)

Przyjmuje wartosciod 0 do 1
Im blizej jedynki tym lepsze dopasowanie modelu do danych

Silna zaleznosc¢ od liczby parametrow modelu — aby tego
unikna¢ liczymy zmodyfikowany R?



ISTOTNOSC MODELU I WSPOLCZYNNIKOW

Istotnos¢ modelu
Test F-Snedecora
H,: Funkcja regresji jest nieistotna
H,: Funkcja regresji jest istotna

Istotnos¢ wspotczynnikow regres;i
Hy: B,y = 0 —istotnosc wspotczynnika kierunkowego
Hy: a,, =0 —istotnos¢ wyrazu wolnego
Hipotezy weryfikujemy przy pomocy testu t-studenta



REGRESJA LINIOWA - PRZYKLAD

Gen I | Gen 2| 7mjana w poziomie ekspresji dwdch gendw
-1.06 -1.08
-0.81 -1.02 . o .
0.48 | -0.39 Dopasuj model, ktéry opisuje zmiane w
042 | -0.48 poziomie ekspresji genu 2 w zaleznosci od
-0.30 -0.58 . .
poziomu ekspresji genu 1
-0.35 -0.24
-0.31 -0.05
-0.18 -0.33
-0.20 0.51
-0.11 -0.53
-0.09 -0.47 —
0.16 | 0.10
0.45 0.39 | | |
053 | 0.11 ‘
Isolationof = Homogenization Quantitative and Quantitative and
O . 6 7 O . 52 organs [Ultra-Turrax] Qualit;‘ati}/ely qualitatively analysis
analysis
0.80 0.34
® ®
O . 8 7 1 . 0 8 Gel elctrophoresis & Spectrophotometry
092 121 Spectrophotometry

Zrédlo: http://www.jadwigabrzezinska.republika.pl/materialy.html



REGRESJA LINIOWA PRZYKEAD W R

Czy istnieje zaleznos¢ pomiedzy poziomem ekspres;ji
analizowanych genéw? Czy jest ona prostoliniowa?

fan L ]
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w | - L
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genz
0.0
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-0.5
|
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»

-1.0

genl



REGRESJA LINIOWA PRZYKEAD W R

Wspotczynnik korelacji Pearsona
> cor.test(genl,gen2)
Pearson's product-moment correlation

data: genl and gen2
t = 7.5105, df = 16, p-value = 1.246e-06
alternative hypothesis: true correlation is not equal to 0
95 percent confidence interval:
0.7071560 0.9556856
sample estimates:
cor
0.8826268

Istnieje istotna zaleznos¢ (r=0,882; p<0,001) pomiedzy
poziomem ekspresji pierwszego genu, a genu drugiego

Jak mozemy te zaleznosc scharakteryzowac?



Residuals

DIAGNOSTYKA

Residuals vs Fitted Normal Q-Q
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MODEL LINIOWY W R

> geneLM<-TIm(gen2~genl)
> geneLm

call:
Im(formula = gen2 ~ genl)

Coefficients:
(Intercept)
-0.05541

genl
0.97070

= summary{genelLM)

Call:
Im(formula = gen2 ~ genl)

Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-0.3811 -0.219¢6 -0.0084 0.1492 0.7595

Coefficients:

Estimate std. Error t value Pri=|t]|)

(Intercept) -0.05541 0.07330 -0.756
genl 0.97070 0.12925
Signif. codes: 0 *#*==" (0.001 ***" 0.01 **’

Residual standard error: 0.311 on 16 degrees of freedom
0.779, Adjusted R-squared:
p-value: 1.246e-06

Multiple R-squared:
F-statistic: 56.41 on 1 and 16 DF,

0.461

7.511 1.25e-06 ===

0.05 °

" 0.

0.7652

Funkcja Im:

model <- Im(y~x) — wykonuje
dopasowanie modelu
liniowego, wyznacza oceny
wspotczynnikow [3 oraz
wylicza wartosci reszt

summary(model) — funkcja
summary dla modelu regresji
liniowej. Zwraca dodatkowe
informacje i testuje istotnosc
funkcji regresiji i
wspotczynnikéw

1 ° 71



MODEL LINIOWY W R

formuta modelu

L o
> summary (geneLM) statystyki opisowe

Call: dla reszt
Im(formula = gen2 ~ genl)

Residuals: , .
Min 10 Median 30 Max Ocena wartosci

-0.3811 -0.2196 -0.0084 0.1492 0.7595 Wspé’fczynnikéw

Coefficients, regresji i ich

« Pr(>|t|)
6 0.461
1.25e-06 *%=

td. Error t wval
0.07330 -0.7]
0.12925 7.5

Estimate istotnos¢

-0.05541
0.97070

(Intercept
genl

Signif. codes: 0 “**=' 0,001 ***’ 0.01 “*=’ 0.05 “.” 0.1 ° " 1 Wspéfczynnik

Residual standard error: 0.311 on 16 degrees of freedom (jetern1h1acﬂ
Multiple R-squared: 0.779, Adjusted R-squared: 0.7652
F-statistic: 56.41 on 1 and 16 DF, p-value: 1.246e-06

Poprawiony

Istotno$¢ funkcji regres;ji wspotczynnik
determinacji

Btad
standardowy
dla reszt



WSPOLCZYNNIK DETERMINACJI

OBLICZENIA
5 ~ 2 . _
X Y Vi (yv; =) y.r:—y)z

-1,06 -1,08 -1,084 0,000 1,176
-0,81 -1,02 -0,842 0,032 0,708
-0,48 -0,39 -0,5621 0,017 0,272
-0,42 -0,48 -0,463 0,000 0,214
-0,3 -0,58 -0,347 0,054 0,120
-0,35 -0,24 -0,395 0,024 0,156
-0,31 -0,05 -0,356 0,094 0,127
-0,18 -0,33 -0,230 0,010 0,053
-0,2 0,51 -0,250 0,577 0,062
-0,11 -0,53 -0,162 0,135 0,026
-0,09 -0,47 -0,143 0,107 0,020
0,16 0,1 0,100 0,000 0,010
0,45 0,39 0,381 0,000 0,145
0,53 0,11 0,459 0,122 0,211
0,67 0,562 0,595 0,006 0,354
0,8 0,34 0,721 0,145 0,520
0,87 1,08 0,789 0,085 0,623
0,92 1.21 0,838 0,139 0,702
1.547 5.500

N

Z(Yﬁ - y)? =i@i - y)? +i@i —9:)

i=1

SSR SSR

2 — pr—
SST  SSR + SSE

$. = —0,05541 + 0,97070x;



MODELE LINIOWE W R

Po podstawieniu oszacowanych wspoétczynnikow:

$. = —0,05541 + 0,97070x;

Jezeli funkcja regresji jest istotna, mozemy szacowac

wartosci zmiennej zaleznej (y) na podstawie wartosci
zmiennej niezaleznej (x)

Oszacuj poziom ekspresji genu 2 na podstawie poziomu
ekspresji dla genu 1

Probka Gen 1 Predykcja Gen 2

1 -0,35 -0,24
2 0,67 0,52
3 0,92 1,21




REGRESJA LINIOWA

1.0

0.5
|

genz
0.0
|

-1.0

gen1

Predykcja

Wartosc
obserwowana cechy Y

Srednia



GLUKOZA

i
=
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skorelowane?

nowe urzadzenie

> cor.test(glucose$New,qlucose$old)
Pearson’'s product-moment correlation

data: glucose$New and glucose$old
Tt = 0.25008, df = 13, p-value = 0.8064
alternative hypothesis: true correlation is not equal to O
95 percent confidence interval:
-0.4593508 0O.5615523
sample estimates:
cor
0. 06919402



(GLUKOZA

= summary{glukoza)

Call:
ITm(formula = New ~ 0ld)

Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-4 5822 -1.4761 -0.3589 1.5217 3.6892

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(=|t]|)
(Intercept) 183.91042 43.64673 4.214 0.00101 ==
old 0.06055 0.24210 0.250 0.80643

Signif. codes: 0 *=*=’ 0.001 ***" 0.01 *“*=" 0.05 *." 0.1 ° " 1

Residual standard error: 2.298 on 13 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.004788, Adjusted R-squared: -0.07177
F-statistic: 0.06254 on 1 and 13 DF, p-value: 0.8064



WERYFIKACJA MODELU WYKEADNICZEGO

Liczba potwierdzonych przypadkow COVID-19 w USA wg
ECDC zaczynajgc od 1.03.2020 do 28.03.2020
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MODEL WYKLADNICZY W R

> model <- nls(cases ~ N@*exp(r*Lp),

- data = dane,

- start = list(NO =1, r = 0.2),
- trace = TRUE)

1187005190 : 1.0 0.2

1109944407 : 39.7201303 0.1047517

1051265594 : 19.4586007 0.1500131 Dobor

870358675 : 15.2804362 0.1894517 wspétezynnikéw
638506736 : 22.5426373 0.1967932

362693045 : 36.3082920 0.1977626 modelu w R

106658536 : 57.1121609 0.1977482
21228709 : 77.9117969 0.1977524
21228708 : 77.9130348 0.1977507
> summary(model)

Formula: cases ~ NO * exp(r * Lp)

Parameters:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
NO 77.9130 21.1203 3.689 0.00105 **
r 0.1978 0.0104 19.011 < 2e-16 ***

Signif. codes: 0 “***’ @.001 ‘**" 0.01 ‘*’" ©.05 ‘.’ 0.1 * " 1
Residual standard error: 903.6 on 26 degrees of freedom

Number of iterations to convergence: 8
Achieved convergence tolerance: 4.748e-06



KORELACJA LINIOWA

> cor.test(Lp, loglO(cases))
Pearson's product-moment correlation

data: Lp and loglO(cases)

t = 33.244, df = 26, p-value < 2.2e-16

alternative hypothesis: true correlation is not equal to 0
95 percent confidence interval:
0.9748553 0.9947055

sample estimates:

cor
0.9884404
Dane na jl> Y

wspoélrzednych
pollogarytmicznych




REGRESJA LINIOWA

> model<-1lm(loglO(cases)~Lp)
> summary(model)

Call:
Im(formula = loglB(cases) ~ Lp) ;
Residuals:

Min 10 Median 30 Max

-0.55473 -0.08187 0.02556 0.11641 0.21775

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 0.903251 0.064208 14.07 1.15e-13 ***
Lp 0.128598 0.003868 33.24 < 2e-16 ***

Signif. codes: © “***' 0,001 "**' 0.01 ‘*" 0.05 *." 0.1 * "1

Residual standard error: 0.1653 on 26 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.977, Adjusted R-squared: 0.9761
F-statistic: 1105 on 1 and 26 DF, p-value: < 2.2e-16



OGRANICZENIA MODELU REGRESJI
LINIOWEJ

Mate mozliwosci ekstrapolacji

Zmienna objasniana musi by¢ na skali iloSciowej

Prosta regresja liniowa — analiza tylko dwdch zmiennych
Tylko zaleznos¢ prostoliniowa — bardzo czesty btad!

Co zamiast prostej regresji liniowej?
Regresja wielokrotna — wiecej zmiennych objasniajgcych
Uogodlnione modele linowe — zmienna objasniajgca Y nie jest

cecha o rozktadzie normalnym (np. regresja logistyczna,
regresja Poissona)
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