5 A
..........

BIOMATEMATYKA

DYNAMIKA ROZWOJU POPULACII
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Liczebnos¢, zageszczenie, stan populacji

Zageszczenie populacji jest to miara liczebnosci populacji w danym
momencie
Liczba osobnikow wystepujgcych na obszarze jednostkowej
powierzchni (np. 1 km?, 1 m?) lub w obszarze jednostkowej objetosci
(np. 1 m3, 1 litr)

Stanem populacji nazywamy zageszczenie populacji w danej chwili

Przyktad rozmieszczenia
osobnikow w populacji
na danym terytorium
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Modelowanie matematyczne a czas

Podziat klasycznych modeli w zaleznosci od tego jak uwzgledniono
® 7 czasem dyskretnym — reprezentowane przez ciggi liczbowe i

® ;7 czasem ciggtym — reprezentowane przez rownania rézniczkowe

— model ciagty




MODELE Z CZASEM DYSKRETNYM

® Réwnanie rekurencyjne (réznicowe):

I\|k+1=Nk'I'F(Nk)

Funkcja opisujgca zmiany stanu populacji
Moze uwzgledniac szereg czynnikdw takich jak: rozrodczosg,
Smiertelnosé, imigracje, emigracje, ktore zmieniaja jej postac




Podstawy matematyczne

Ciggi

® Cigg to dowolna funkcja, ktorej argumentami sg liczby
naturalne

= Wyraz ciggu — element ciggu, jedna z liczb

= \Wzor ogolny ciggu — reguta wedtug ktdrej powstaje ciag, np.

a, =2n*+1

= Cijgg moze byc¢:

® nieskonczony — argumentami funkcji sg wszystkie liczby naturalne
dodatnie

®» skonczony — funkcja jest zdefiniowana dla kolejnych liczb mniejszych
lub rownych pewnej liczbie n

liczbowy — cigg, ktorego wartosciami sg liczby rzeczywiste



Podstawy matematyczne
Ciagi

= (Ciggi zadane rekurencyjnie — rownanie réznicowe

Ciggi zadane za pomocg pewnej zaleznosci (funkcji), ktéra okresla

(n+1)-szy wyraz ciggu, jezeli znamy n-ty wyraz

ane1 = f(ay)

® Fynkcja f okresla prawo, wedtug ktorego jakis uktad przechodzi od stanu
¢ do stanu a,,; w jednym kroku czasowym

onotonicznos¢ ciggu:

® Cigg (a,) nazywamy ciggiem rosnacym, jezeli dla kazdego n € N* jest

spetniona nieréwnosc a,,, > a,

® Cigg (a,) nazywamy ciggiem malejgcym, jezeli dla kazdego n € N* jest

spetniona nierownos¢a,,, < a,.

® Cigg (a,) nazywamy ciggiem statym, wtedy i tylko wtedy, gdy a,,, = a,.



Podstawy matematyczne
Ciagi

» Arytmetyczny

® Zadany rekurencyjnie przez funkcje f(x)=x+r

an+1=an+ r

gdzie r nazywamy réznicg ciggu arytmetycznego

®» Geometryczny

® 7adany rekurencyjnie przez funkcje f(x)=qx

an+1 = qan

gdzie g nazywamy ilorazem ciggu geometrycznego




WZROST POPULACJI KROLIKOW

lle par krolikow moze sptodzic¢ jedna para w ciggu roku, jesli:
Pare nowonarodzonych, samca i samice zdolnych do reprodukcji,
izolujemy i zapewniamy dostateczng ilos¢ pokarmu dla wszystkich
jej potomkow, przyjmujac ze zaden osobnik nie ginie
Pierwsza i kazda nastepna para osigga dojrzatos¢ po jednym
miesigcu a po dwdch majg juz potomstwo, tez samca i samice

ProbJém przyblizony przez Leonardo Fibonacieggo (Leonardo Pisano
igollo; ok. 1175-1250)

ot
N




CIAG FIBONACCIEGO

®» Kolejne liczby sg tworzone przez dodanie do siebie dwoch
poprzednich wyrazow ciggu

= \\zOr rekurencyjny:

F,=1
. - warunek poczatkowy
FZ =1 >
W I:n+2 = I:n+1 t I:n <—— rownanie réznicowe

Wedtug niektorych matematykow cigg
zaczyna sie od 0, wtedy: F1=0, F2=1; F3=1; ...




CO MA WSPOLNEGO CIAG
FIBONACCIEGO Z PARA KROLIKOW?

® |le par kroélikéw wyhodujemy po roku?

e e el e e

F 13 21 34 55

g\

Para dojrzatych
noywonarodzonych ptciowo krélikow

Schemat: http://blogiceo.nqg.pl/matematycznyblog/2013/02/06/kroliki-



Rozwigzanie

® Rozwigzaniem rownania jest cigg liczb spetniajgcy rownanie
rekurencyjne z warunkiem poczgtkowym. Rownanie to jest
rownaniem liniowym dla ktérego rozwigzaniem jest:

fa=A"
zie A jest parametrem, ktory trzeba wyznaczyc

Po przeksztatceniach mozemy dojs¢ do nastepujacego
rozwigzania analitycznego:

1 (1+\/E)“_ 1 (1—%)”
ey 2 A
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/tota proporcja

® Cigg ilorazow kolejnych wyrazéw ciggu
Fibonacciego

. _ —~ - j;:rl
ﬂ]_l}ﬂ_l'_lm b, =¢ ~ 1,61803 bn = fn

fn+1 fn+1/fn
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377 1.618025




/tota proporcja

® Stata oznaczona przez @ jest zwana tez liczbg ztotego
podziatu — stosunek dtugosci odcinkow ztotego podziatu




Cigg Fibonacciego w naturze

odlegtosciach i sposobie
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Magia liczb fibonacciego
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» Polecane filmiki na you tube:
» hitps://www.youtube.com/watch2v=S|SHYDIXHQ4

» hitps://www.youtube.com/watchev=1GJleGOw8TzQ



https://www.youtube.com/watch?v=SjSHVDfXHQ4

Wzrost populacji
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HUMAN POPULATION
GROWTH CHART

(including projections)
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Jak\Szybki jest przyrost populacji ludzkiej?
Jakifmodel matematyczny najlepiej oddaje dotychczasowe tempo wzrostu?
Jaki me@del matematyczny daje najbardziej wiarygodne predykcje?




Teoria przeludnienia

= Thomas Malthus to angielski ekonomista
i demograf, ktory pod koniec XVIII wieku
ZWrocit uwage na zbyt szybki przyrost

V4

liczebnosci populacji ludzkiej

Jllll:IS"L:

Frzyrost populaci

Byt fworcg teorii przeludnienia. W pracy
zafytutowanej ,,An Essay on the Principle of
Population” sformutowat prawo, ktore mowi, ze:

Produkcja 2ywnosci

katastrofa maltuzjansk

® |iczba ludnosci wzrasta w tempie geometrycznym

® zasoby zywnosci wzrastajg w tempie arytmetycznym Caag.

—




GEOMETRYCZNY WZROST POPULACII
ZAtOZENIA

o W srodowisku wystepuje jeden gatunek a jego zasoby s3
nieograniczone

o Populacja jest jednorodna - zaktadamy brak podziatu na klasy wiekowe,
rowny udziat ptci — populacja nie ma wyraznej struktury

Gatunek rozmnaza sie sezonowo - jeden raz w roku/sezonie
Mtode sg zdolne do rozrodu jeszcze w tym samym roku/sezonie

Na stan populacji w kolejnym sezonie wptywa jedynie Smiertelnosc i
rozrodczo$¢ w poprzednim sezonie



GEOMETRYCZNY WZROST POPULACII
ZAYOZENIA

* Poczatkowy stan populacji oznaczamy N,

» Stan populacji tylko w wyréznionych momentach (np. latach,
miesigcach, sezonach) —t,, t;, t,, ..., t,

Krok czasowy oznaczamy At, gdzie dla dowolnego k > 1:

AL =ty - by

tan populacji w danym momencie t, oznaczamy przez N,

Liczby N,, N,, N5 .... oznaczajg liczebnosci populacji samic w
kolejnych latach



REPRODUKCIA | SMIERTELNOSC

o R, — wspotczynnik reprodukcji — liczba potomkow w ciggu sezonu,
przypadajgcych srednio na jednego osobnika

o Ry — wspobiczynnik Smiertelnosci — liczba osobnikow, ktére nie
przezyty jednego sezonu i s3 wykluczane z populacji

o W najprostszym modelu zaktadamy, ze R, oraz R, s3 state
» Nije sg zalezne od zageszczenia
ie zmieniajg sie w kolejnych krokach czasowych

Przez R oznaczymy wspotczynnik wzrostu populacji oznaczajacy
bznice pomiedzy wspotczynnikiem reprodukcji i Smiertelnosci



ZMIANY ZAGESZCZENIA POPULACII

o Podstawowy model liniowy:

F(N)=RN=(R,—Ry) N
a wiec

Nit1=(1+R) Ny

o0 Pdrametry modelu, ktorych wartosci ustala sie empirycznie to R, oraz R

o Jest to cigg nieskonczony, w ktérym zaczynamy od elementu zerowego
(k=0), a k dazy do nieskonczonosci

{Nic3r=o



ZMIANY ZAGESZCZENIA POPULACII

© Rozwigzaniem jest cigg geometryczny o nastepujgcym rownaniu:
N, =N,(1+R) ¥
o Jezelil+R>1
o Stan populacji rosnie wyktadniczo do nieskonczonosci

o Jezeli0<1+R<1
o Stan populacji spada do zera

o Wspobtczynnik wzrostu populacji per capita (na jednego osobnika)
maQzna wyrazi¢ za pomoca roznicy w stanach populacji w kolejnych
krokach czasowych jako:

Ni.,1—N
R — _k+1 k
Nie




ROWNANIE MALTHUSA

®» \Nyktadniczy wzrost populacji — model z czasem ciggtym
N,=Nye"

®» Geometryczny wzrost populacji — model z czasem dyskretnym
N, = N,k

gdzie A to geometryczne tempo wzrostu - srednia liczba
otomstwa pozostawiona przez jednego osobnika w jednym
roku czasowym

A = 14R jezeli uwzgledniamy rozrod i Smiertelnos¢

A = 1+R, w uproszczonym modelu jezeli uwzgledniamy wytgcznie rozréd



ZMIANY ZAGESZCZENIA POPULACI

® Rozszerzony model uwzgledniajgcy migracje
R=R,—Ry;+R —R,
gdzie:
= R.— state w czasie tempo imigracji

.— State w czasie tempo emigracji

A=1+R=1+(R,—R;+R,—R,)

= [odel nie uwzglednia naktadajgcych sie pokolen
® Stosowane sg Srednie wartosci R, — R, niezaleznie od wieku osobnika

®» Uwzglednienie struktury wieku wymaga zastosowania modeli
macierzowych



WZROST GEOMETRYCZNY

N —liczebnos¢

lacii Geometryczne tempo
populacji

wzrostu

] 1= Nit1
Ny

=
K k+1 k — krok czasowy



ROWNANIE MALTHUSA — MODEL Z CZASEM
DYSKRETNYM

500
Wyzsze wartosci A
400 prowadzg do szybszego
8 wzrostu populacji
e 300 - Ry =1.15
= Oznaczenia na wykresie:
T
3 200 F R=t
4 o*
1 - e ..
OO ... o .... R0=105
@
beo "t:;000070000700°°7
0 5 10 15 20 25 30

Generation (Krebs, 2001)




STAN POPULAC)!

= Stan populacji (N) w kroku czasowym (k) moze by¢ oszacowany
ze wzoru ogoélnego N, = Ny,A% lub wzoru rekurencyjnego N, = A
N

®» Uwagi techniczne do oszacowan modelu:

Stan populacji jest wyrazany jako liczebnos¢ wszystkich osobnikow w
populacji

® D|a uproszczenia przyjmujemy, ze liczebnos¢ reprezentowana jest przez
liczby rzeczywiste, a nie catkowite

= Przyblizenie jest dopuszczalne jezeli liczebnosci populacji s3 duzymi
liczbami

® Czym mniejsze liczebnosci tym wiekszy btagd oszacowania



WZROST GEOMETRYCZNY
przyktad 1

Przyktadowa kultura bakterii w laboratorium:

3. Szacujemy wspotczynnik
wzrostu geometrycznego
lambda (A):

A=N./N, ;=N/N.=64/32=2

Zrédho grafiki: Vandermeer, J., 2010

. Obserwujemy nastepujacg liczbe 4. Predykcja
komodrek w hodowli w kolejnych dniach: lle komorek w dniu 7 (k=7) wg wzoru
No=1,N,=2, N,=4, N;=8, N,=16, N.=32, rekurencyjnego:
N,=64 N=AN,,=2*64=128
2. Zatozenia modelu i warunki poczgtkowe: lle komorek w dniu 7 wg wzoru
Bakterie dzielg sie raz dziennie ogolnego:

Zaczynamy od jednej komoérki: Ny =1 N,= NyAk=1%27=128




Wzrost Geometryczny
przyktad 2

Ponizsza tabela przedstawia liczbe potwierdzonych przypadkow (N)
zakazenia wirusem SARS-CoV-2 w Hiszpanii

Lp Dzien N 1. Zbieramy dane. Wykres ponizej wskazuje na
L 2 iy 202D L to, ze liczba przypadkdw rosnie wyktadniczo
2 26 luty 2020 4
3 27 luty 2020 5 S ]
; 28 luty 2020 2 2. Sprobujemy dqpaspw§c mode! z czasem
5 29 luty 2020 9 dyskretnym, przyjmujac jeden dzien jako krok
6 1 marzéc 2020 37 czasowy k. Warunek poczatkowy N, = 1 czy
7 2 mérzec 2020 17 liczba przypadkow 25 lutego.
8 3/farzec 2020 31
9 /l marzec 2020 37 VA
10 | / 5marzec2020 | 49

1200 L =
11 6 marzec 2020 61
12/ 7marzec2020 | 113 1000
13/|  8marzec2020 | 56 800 A

\\14 = 9marzec2020 | 159 00 N
\%3  10marzec2020 | 615 .*
400
11 marzec 2020 435
12 marzec 2020 | 501 200 .
4
1 \ 13 marzec 2020 864 0+ ooeeqeteoee? * L&
poniedziatek, 24 lsdp 202029 ldxw2biek, 5 mcwmréOZGD maniestzi20201 5 marzec 2020

1 14 marzec 2020 1227




Wzrost Geometryczny
przyktad 2

3. Szacujemy wspodtczynnik wzrostu geometrycznego lambda (A) na podstawie
danych z ostatnich dni:

A= Ny /N g+ Njg/Nj;+ No/Njg=(1227/846 + 846/501 + 501/435)/3 = (1,42 +
1,72 +1,15)/3=1,43

N
] — s

4. Predykcja Nk
u zarazonych spodziewamy sie 15 marca wg wzoru rekurencyjnego?
N=AN,,=1,43* 1227 = 1757

llu zarazonych spodziewamy sie 15 marca wg wzoru ogolnego szacujac
na trzy dni wprzod?

N = NyAk=501* 1,433 = 1465

Umownie przyjmujemy liczebnosé poczatkowa z 17 dnia (NO = 501)
poniewaz wtedy zaczeliSmy szacowanie lambda



Predykcja a rzeczywistosc




Vandermeer, J., 2010
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Wzrost geometryczny
logarytmiczna

Logarithmic . Linear (arithmetic) scale
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(a) Logarithmic scale (b) Arithmetic scale

© Copyright 2001 by Benjamin Cummings, an imprnt of Addison Weslay Longman.

Zrodto: Krebs, 2001




Model z czasem ciggtym czy czasem dyskretnym?

World Population Growth Through History

8
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Zrédto: Krebs, 2001

\zrostu populacji ludzkiej byto szybsze niz wyktadnicze, obecnie spowalnia



MODEL Z CZASEM DYSKRETNYM

o Kiedy powinnismy stosowac¢ model z czasem dyskretnym?
* Opis populacji organizmow rozmnazajgcych sie sezonowo,
w ciggu krotkiego czasu w ciggu roku

o Jezeli reprodukcja przebiega w sposob ciggty, nalezy:

» przyja¢ model z czasem ciggtym — wykorzystanie rownan
iczkowych

redniamy wspodtczynniki R, i Ry po catym kroku czasowym At
o Uwaga! zmniejszamy doktadnosc¢ przewidywania!
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