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PODSTAWY MATEMATYCZNE

Procesy biologiczne, chemiczne i fizyczne z wiekszg iloscig
zmiennych mozna zapisa¢ rownaniami rozniczkowymi.

Potrzebne narzedzia: granica funkcji, pochodna, catka

Uktad rownan

Rzeczywistosc¢
rozniczkowych

dx
Ezax — Bxy
dy
s oxy — vy

Zyskane informacje na Zyskane Analiza i rozwigzanie
temat rzeczywistosci <:| informacje na <:| uktadu réwnari

temat modelu



(GRANICA FUNKCJI
DEFINICJA HEINEGO

Funkcja f(x) ma granice g w punkcie x,, jesli dla kazdego
ciggu (x,) zbieznego do x,, ciag (f(x,)) jest zbiezny do g

,Granicg funkcji, gdy x dazy do
X, jestg”

,Funkcja f dazy do g, gdy x dazy
do x,”

Mozemy mowic o granicy
prawostronnej i lewostronnej




GRANICA I CIAGLOSC FUNKCJI

Funkcja jest ciggta w punkcie x swojej dziedziny, jesli,
zblizajac sie w dziedzinie funkcji do punktu x, wartosci tej
funkcji zblizajg sie do wartosci w punkcie x

Funkcje ciggta w kazdym punkcie swojej dziedziny nazywamy
funkcja ciggta |:> Matym zmianom argumentu funkcji
odpowiadajg niewielkie zmiany wartosci funkcji




POCHODNA FUNKCJI

Obliczanie pochodnych: rézniczkowanie
Funkcje, ktéra posiada pochodnag: funkcja rézniczkowalna

Oznaczenia pochodnej:

Gdy funkcje zadamy wzorem y= f(x)

df (x

f ( ) d}" Oznaczenie wprowadzone przez Leibniza
dx dx

f! ( I) yr Oznaczenie wprowadzone przez Lagrange’a

D y Oznaczenie wprowadzone przez Cauchy’ego

Df(x)

f (JI‘.'.' ) y Oznaczenie wprowadzone przez Newtona



POCHODNA FUNKCJI

Definicja geometryczna: Pochodna f'(x,) jest rowna
tangensowi kata nachylenia stycznej (czyli
wspotczynnikowi kierunkowemu stycznej) do krzywej o
rownaniu y=f(x) w punkcie o odcietej x, do osi OX.

d
y 4 f’(x)=d—i=tana

i
&

Definicja fizyczna: Pochodna
wyraza szybkosc¢ przyrostu funkgji
w chwili x,

Jezeli s = s(t), jest funkcjg drogi w
zaleznosci od czasu, to pochodna
s’(t,) jest predkoscig w chwili t,.

Wykres: https://www.medianauka.pl/interpretacja-geometryczna-pochodne;j



POCHODNA FUNKCJI

Definicja matematyczna: granica ilorazu roznicy wartosci i
réznicy argumentow funkcji, gdy roznica argumentow
dazy do zera

. Jc(xj—)‘c(xn] . flx+ h)—f(xn)
lim = lim
x—xg X — Xq h—0 h

k ,/
|

= )‘”(xnj

lloraz réznicowy funkcji f w punkcie x,
to stosunek wartosci funkcji do przyrostu argumentow funkgji

Funkcja musi by¢ ciggta w punkcie x, aby mie¢ pochodng



MAKSIMA I MINIMA FUNKCJI

Pochodne pozwalajg na
znalezienie maksimow i
minimow funkgji

Szukamy takiego x,, ze:

y = F'{x)

J/fr;r X

o i 1




WYZNACZANIE POCHODNYCH 7Z
DEFINICJI

—- L8] (] 'S w @ =
>

4 -3 2 -1

Pochodna funkgji f(x) = x2 w punkcie x,=2

Obliczanie wartosci pochodnej w punkcie x, korzystajac z
definicji:

o f@ER)—F2) L @+RP-2 44 4hiR -4
f(2) = Jim h = lim h = Jim h
2 h(4 + h
e o PG L) RS My S
h 0 h h 30 h ho30

Wzor ogdlny pochodnej dla tej funkcji:

o f@th)—f@) . @+hP-g a4t 2het R —a?
f(z) = lim h = m h = Hm h
2 h(2z + h
:]ijh:r+h — lim (2 }:]im(E;r—l—h}:E:r:
h 30 h o h B30

Wzor ogdlny: f(x)=2x, wiec f’'(0)=2 *0=0



POCHODNE FUNKCJI ELEMENTARNYCH

L.p. Funkcja Pochodna funkcji
1 flx)=c f'(x) =0
2. flx) =x" fl(x) =nx™1
3. flx)=x fllx) =1
1 1
4. flx) =- f’(x)z—g
X X
s | f=vE | FW=-7z
6. | f(x)=a* f'(x) = a*lna
7. flx)=e* f(x) =e*
8 | f(x)=1log, x fllx) = loia ¢
9. | f(x)=Inx f'(x) = %

Jezeli chcemy
wyznaczac
pochodne funkgcji
potrzebne bedg
wzory dla funkgji
elementarnych (w
tabeli) oraz prawa
dziatan na
pochodnych



DZIALANIA NA POCHODNYCH

Jezeli f, g majg pochodne w punkcie x, to:
A. (f £9)(x0) = f'(x0) £ g'(x0)

B. (Cf)’(xo) = cf;(xﬂ),gdzie CeR

C. (f xXg)' = f'(x9)g(xg) + f(x0) g (xp)

f r f'(x0)g(x0) — f(x0)9" (x0)
> (5) o= 97(x0)



WYZNACZANIE POCHODNEJ FUNKCJI

Pochodna funkcji potegowej — wzor:

d
FO =x" > f/() == =nxn!

Przyktad: oblicz pochodng funkcji f(x) = x°:

fl)=x"> f'(x)= (") =5x""=5x"



WYZNACZANIE POCHODNEJ FUNKCJI

Pochodna funkcji wyktadniczej — wzor:
d
) =a* > f'(x) = =a*lna
dy .
f(x)=e* - f’(x)zd—zexlnezex poniewaz Ine =1
X

Przyktad: oblicz pochodng funkcji f(x)=4*:

d
flx)=4* - f'(x)= d_i = 4*[n4



WYZNACZANIE POCHODNEJ FUNKCJI

Oblicz pochodna funkcji f(x) = 2x3 + 5x% — 2

f'(x) = (2x° 4+ 5x*—2) = (2x3)" + (5x)" — (2)’

f'(x) = 6x%+ 10x

(f £9)'(x0) = f'(x0) £ g'(x0)

Funkcja

Pochodna funkcji

fx)=c f'x) =0
flx) =x™ fl(x) =nx"t
fx)=x ffx)=1
1 1
flx) =— fllx) =—
X X
1
f(x) =x f (x) = ﬁ
flx)=a* f'(x) = a*Ina
fx) =e” f'(x) = e”
fG) =logax|  f1() = l°gx“ -
flx)=Inx f(x) :1

X




CALKA

Catkowanie jest dziataniem odwrotnym do rézniczkowania
Oznaczamy symbolem f od tacinskiego stowa Summa (suma)

Catka funkcji f(x) nazywamy taka funkcje F(x), ze:
F'(x) = f(x)

Funkcje F(x) spetniajgcg powyzszy warunek nazywa sie funkcja pierwotna

Operacje catkowania zapisujemy w nastepujgcy sposob:

ff(x)dx = F(x)



CALKA

/fl[-.u]dﬂ:: /E:x:—I—'.Fdﬂ:::r.fE + Tz
sprawdzamy rozwigzanie:

(z* +7Tz) =22 47

Funkcja

Pochodna funkcji

fx)=c f'x)=0
fl) =x" f'(x) =nx™t
flx) =x fllx) =1
foo =2 e =
X X
1
f(x) = VE f (x) = ﬁ
flx) =a* f'(x) = a*lna
fx)=e* f'(x) = e*
fG) =logax|  fi(x) = l°gx“ ¢
f(x)=Inx f'lx) = 1
X

Czy znaleziona przez nas funkcja jest jedynym dobrym rozwigzaniem?

Do catkowania prostych funkcji wykorzystujemy wzory

catkowe




CALKA

Catka nieoznaczona

ff(x)dx — F(x)+c

gdzie F jest dowolng funkcjg pierwotng funkcji f
c jest dowolng statg
F’(x)=f(x)

Catka oznaczona

W ujeciu geometrycznym jest to liczenie pola pod wykresem funkc;ji

nad osig X

b
| reax=r®) - F@

gdzie F jest dowolng funkcjg pierwotng funkcji f
f(x) jest funkcja ciggta, nieujemng na odcinkua<x<b

¥

—

']

]

/

P= J; nf{x}d.t

»

a



ROWNANIA ROZNICZKOWE

Przedstawia sposob w jaki stan danego procesu w danej
chwili wptywa na tempo jego zmian
(wyrazone za pomoca pochodnej)

Przez x(t) oznaczamy stan danego procesu w chwili t.
Rownanie rézniczkowe postaci:

dx(t)
=== [(x(0)

Z warunkiem poczatkowym x(t,)=x, okresla przebieg
tego procesu, jezeli znamy jego stan w chwili t,.

Funkcja f charakteryzuje dany proces



WYKELADNICZY WZROST POPULACJI —
MODEL Z CZASEM CIAGLYM

W danym srodowisku wystepuje jeden gatunek, a jego zasoby s3
nieograniczone. Populacja jest jednorodna, a osobniki nie umieraja.
Przez N(t) oznaczmy zageszczenie populacji w chwili t
Czas reprezentowany jest przez zbior liczb rzeczywistych dodatnich
Przyrost populacji (per capita) w chwili t okreslajgcy zmiane
zageszczenia populacji przypadajacg na jednego osobnika jest staty i
rowny r

Rownanie Malthusa (liniowe réownanie rézniczkowe):

dN(t) N(t) — zageszczenie
N(t) = —= ’rN(t) populacji w chwili t
at r — wspotczynnik

wzrostu populacji
warunek poczatkowy w chwili t,:

N(ty) = Ny



WYKELADNICZY WZROST POPULACJI —
MODEL Z CZASEM CIAGLYM

: dN (1)

N(t)=————==7rN(t
(1) =— = =rN(®)
Rozwigzanie:

przyjmujemy N (t) =y

dy = | rdt rozdzielamy zmienne -y oraz t muszg znalezC sig po
y przeciwnych stronach réwnania — umozliwia to

catkowanie osobno obydwu stron rownania
Inlyl=rt+C
e!nlyl — ert+C

y = N(t) = Nﬂert rozwigzanie réwnania



WYKEADNICZY WZROST POPULACJI

Wspotczynnik wzrostu populacji (r) zwany inaczej
wspotczynnikiem wewnetrznego tempa wzrostu
populacji

B InN, — InN;  [n(N,/N;)

T — —
At At r jest wspotczynnikiem
4500 kierunkowym stycznej
4000 !
3500 /
3000 ///
o / Wartos¢ r wskazuje na
1500 kierunek zmian
1‘5’22 liczebnosci populacji —
0 - przy wzroscie

wyktadniczym zawsze jest
dodatnie i state.



MODEL Z CZASEM CIAGELYM

WZROST WYKLADNICZY

Model wzrostu t — uptyw czasu
wyktadniczego N, — stata, poczatkowa liczebnos$¢ populac;ji
(wzdr ogdlny) r —tempo wzrostu

e — liczba Eulera (~2,7182818.....)

N(t) = Nye"

Jakie jest tempo wzrostu kolonii bakterii jezeli co 3 godziny podwaja ona
swojg liczebnos¢?

N(t) = 1e™ = e Poczatkowe zageszczenie jest réwne 1
NB)=2= g3 W 3 godzinie populacja podwoita swojg liczebno$¢
Rozwigzujemy dla r:

In2 =1ne’" poniewaz In(e*)=x to In2=3r

wiec r = —



WYKEADNICZY WZROST POPULACJI

Jak wyglada wzor na wyktadniczy wzrost populacji
bakterii przy zatozeniu podziatéw co 3 godziny?

140000

120000 F
100000 é
80000 éé
60000
40000 Jé
20000 Aﬁf

0 %HlHlHIHlHlHlHIHIHlDIEﬂﬂgE%Ei;WTWTH

1 4 71013161922252831343740434649
godziny




WYKtADNICZY WZROST POPULACII

1. Jakie bedzie zageszczenie kolonii po 51 godzinach?

N(51) = ¢%%31*51 ~ 130744

2. 0Od jakiego zageszczenia kolonii bakterii nalezy zaczgc
aby otrzymac 81920 po 42 godzinach?

N(42) = 81920 = Nﬂ 39’231*42 |:> N{] ~ 5

3. llu godzin (h) potrzeba aby z 6 komoérek otrzymac
12288, zachowujac state tempo podziatow?

N(t) = 12288 = 6 0231t EE) ¢ ~ 33



MODEL WZROSTU WYKEADNICZEGO A RZECZYWISTOSC

Wzrost wyktadniczy jest charakterystyczny dla populacji
introdukowanych na nowe terytorium lub takich, ktore
przeszty przez duze zawezenie liczebnosci (ktusownictwo,
katastrofa ekologiczna, epidemia)

Przyktad: Stonie Afrykanskie w parku Krugera w
potudniowej Afryce, populacja rosta wyktadniczo przez
pierwsze 60 lat

8,000 -

Konieczna byta kontrola
populacji ze wzgledu na
duze zniszczenia roslinnosci

6,000

Elephant population
L
O

W 2010 liczba stoni osiggneta
11,5 tys.

Oﬂ- 0 = —f——— - - T -
1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970

Year

Zrédlo: Reece et al. 2013. Campell biology. Austalian Edition.



MODEL WZROSTU WYKEADNICZEGO A RZECZYWISTOSC

Po niecatych
dwudziestu latach
wzrost populacji byt
wolniejszy niz

Wyktadniczy wzrost

populacji po .
kolonizacji wykfadniczy
50.000 | \! [l

| 23().()()()_ if ‘\'\ // ./ . ,
g / 1/ Sierpéwka
2 200,000 / :
5 | - (Streptopelia decaocto)
Z 150,000 - / Gatunek ptaka z rodziny
o .
2 e ()00‘ 1 * gotebiowatych. Jest to
3 . —— Exponential gatunek inwazyjny, a jego
2 50000 SO ekspansja dokonata sie w

e bardzo krétkim czasie

0 I :

| I
1955 1960 1965 1970 1975
Year (Krebs, 2001)

W 1954 roku kilka par dotarto na wyspy brytyjskie




MODEL WZROSTU WYKEADNICZEGO A RZECZYWISTOSC

Zuraw krzykliwy

Gatunek duzego ptaka wodnego z
rodziny zurawi. W 1941 roku znalazt
sie na skraju wymarcia, populacja
zostata odtworzona z 21 osobnikéw

Obecnie ~ 300 osobnikéow

@ n (o)}
o o o
T T T

Number of adult cranes
I

N
o
I

| | | | | |
1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000
Year

(Krebs, 2001)

(b)

Copyright © 2008 Pearson Education, Inc., publishing as Benjamin Cummings



MODEL WZROSTU WYKELADNICZEGO A

RZECZYWISTOSC
E Economic
- threshold . 3
g Kiedy kultura bakterii
2 osiggnie okreslony rozmiar?
.g' Model 1 [;
S Kiedy powinniémy
2 wprowadzi¢ $rodki ochrony
§ roslin?
EA S | Jakie tempo wzrostu przyjacé
/ majgc ograniczone dane?
Time of . Harvest
planting ::;‘ﬁ " time
control
(according
to model 1)

Vandermeer, J., 2010



NIELINIOWE ROWNANIA ROZNICZKOWE

o Dlaczego liniowe modele wzrostu populacji nie
wystarczg?
» Konkurencja miedzygatunkowa
» Ograniczenie przestrzeni
» Zdarzenia losowe: katastrofy, epidemie




LOGISTYCZNY WZROST POPULACJI

Jest to najprostszy model uwzgledniajgcy wptyw
zageszczenia na tempo zmian populacji

Pojemnosc srodowiska (K) z ang. carrying capacity
Jest rowny zageszczeniu populacji, przy ktorym tempo
wzrostu populacji spada do zera

Maksymalne zageszczenie populacji wyznaczone przez
zasoby danego siedliska

RAwnanie logistyczne z czasem ciggtym (rownanie
Verhulsta)



WZROST LOGISTYCZNY ZALOZENIA

Niezmienne warunki srodowiskowe

Liniowa zaleznos¢ pomiedzy tempem wzrostu a
zageszczeniem populagji

Kazdy osobnik ma taki sam wptyw na zasoby srodowiska

Wozrost zalezny od zageszczenia — wspotczynnik r
zmniejsza sie w miare jak populacja zbliza sie do K

Brak interakcji z innymi gatunkami (poza zdobywaniem
pozywienia)

Srodowisko ma caty czas ta sama pojemno$¢, zasoby sa
odnawialne do pewnego poziomu = K



LOGISTYCZNY WZROST POPULACJI

Tempo wzrostu wartosci funkcji w czasie wyraza
pochodna:

dN N

E — TN(]- — E) Gdy N jest bliskie 1
wzrost jest niemal taki

N — liczebnosc¢ populac;ji jak wyktadniczy

r —tempo wzrostu populacji
K — pojemnos¢ srodowiska

Gdy N > K wyrazenie w nawiasie zbliza sie do zera, co
skutkuje redukcjg tempa wzrostu populacji



KRZYWA LOGISTYCZNA

o Efekt stopniowego wyczerpywania sie zasobow siedliska
eksploatowanego przez populacje wyraza sie posrednio

przez spadek tempa wzrostu dla y > g az do wartosci N=K

450
400 /f
350

300 /
250

200

150 /

100 Punkt przegiecia

O 1 T T Tt rorrrgyr T r T rTrTrTror

1 3 5 7 911131517192128252729313385373941

Wzrost wyktadniczy ~ Wzrost liniowy  Wzrost asymptotyczny



STANY STACJONARNE FUNKCJI

Stanem stacjonarnym nazywamy statg wartos¢ bedaca
rozwigzaniem rownania rézniczkowego dla dtugich czasow,
t — +o00. Stany stacjonarne sg zwane inaczej:

punkt staty

punkt rownowagi

Np.x, jest stanem stacjonarnym gdy rozwigzanie rownania
rozniczkowego zbiega asymptotycznie do x,, gdy, t > +o0

dla jednego rownania rozniczkowego moze istniec kilka stanow
stacjonarnych

Dla funkcji logistycznej stan stacjonarny jest stabilny
asymptotycznie
Tzn. ,przycigga” w czasie wszystkie stany ze swojego bliskiego
otoczenia



ROZWIAZANIA DLA ROZNYCH WARUNKOW

POCZATKOWYCH
~=NO=1 ==N0=500 ===N0=250 ==N0=100
800
700 N (K, +%)  7zageszczenie populacji
\ e maleje w czasie

. \ / zbiegajac do K

500

400

300
N K f(%
E(E’ ) 100

brak punktu
przegiecia
(funkcja
wklesta)

0

% /— K=400

Ay e

Punkt przegiecia

pd T
/

llllllllllllllllllllllll

1 2 34567 89101112131415161718192021222324252627282930



LOGISTYCZNY WZROST POPULACJI
ROZWIAZANIE ROWNANIA ROZNICZKOWEGO

Rozwigzanie rownania umozliwia

predykcje stanu populacji: K=400 r=0,4  N,=1
450
K 400
Nt — —_— 350 P 4
1+ (K N ND) e T(T—ty) /
0 250 /
200 /
150 //
gdzie: lzz /
- K — pojemno$¢ $rodowiska . s

.. 1 3 5 7 9 1113151719 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41
- r —tempo wzrostu populacji

- N, — poczatkowe zageszczenie populacji
- T —czas obecny
- t, — czas poczatkowy



GDZIE OBSERWUJEMY WZROST LOGISTYCZNY

Wzrost kultury bakterii w laboratorium

oo
&

A
b
e~
:
m .
& = dad W X )
3} ° = ®
E e g
e ® L.
=) ‘ @)
i =
u —
- =
z &
£ & 100 -
= .1 - Qe
—_—
- T T 0 T T \
0 200 40 c S =] =3
Population density Time |

ZaIEinOS’C’ pomiedzy tem pem Vandermeer, J., 2010

wzrostu (r) oraz zageszczeniem
populacji (N) jest liniowa



DROZDZE

16+

[y
N
L

Amount of yeast
(00]
1

Hours

Zrodlo: https://openoregon.pressbooks.pub/envirobiology/chapter/4-2-population-growth-and-regulation/




FOKA POSPOLITA

Na skutek intensywnych polowan
na poczatku XX wieku (foku
postrzegane byty jako szkodniki)
populacja fok na terenie stanu
Waszyngton znaczgco spadta

Po zaprzestaniu polowan
obserwowano szybkie tempo
wzrostu populacji

Populacja ustabilizowata swojg
liczebnosc na poziomie ~7500
sztuk, wiec:

K=7500

Zrédlo:

85004

75004 === mmm e e e oo o

Number of seals
5 m D
(6] a0 (8]
o ) o
o o (]
1 1 I

2500+

7

1500
1975

https://openoregon.pressbooks.pub/envirobiology/chapter/4-2-population-growth-and-re

gulation/

1980

1985

Year

1990

1995

1
2000




ROZWINIECIE MODELU LOGISTYCZNEGO
EFEKT ALLEEGO

Efekt allego zaktada, ze populacja zmniejsza swojg
liczebnosé, jesli spadnie ona ponizej pewnego progu
Efekt jest powigzany z drapieznictwem:
w populacji wystepuje gatunek drapieznika zywigcy sie
osobnikami populacji P
drapieznikow jest zawsze duzo
gdy liczebnos¢ populacji P jest niewielka, drapiezniki eliminuja
dostepne osobniki i populacja wymiera
Modele uwzgledniajgce efekt alleego moga miec rézng
postaC w zaleznosci od postaci funkcji drapieznictwa.
Najprostszy to modyfikacja rownania logistycznego.



ROZWINIECIE MODELU LOGISTYCZNEGO
EFEKT ALLEEGO

Zaktadajac N(t) = N oraz wprowadzajgc nowy wspotczynnik
(Nc) do réwnania logistycznego otrzymujemy::

NN = N1 =
— ?"' N — —
C
dt K
Nc — pufapka drapieznictwa Zalezno$¢ (N, N*) (po lewej) oraz
N odpowiadajacy jej portret fazowy
L~ (ponizej) (zrodto: Forys U., 2011)
/\ pop.
/ \  rosnie
/ / - f(x)>0
POop. ’ - » N — ——eo o ———— \
maleje ?\‘/{{ ¢ A U Ne K

f(x)'<0 - pop. maleje f(x)'<0



ROZWINIECIE MODELU LOGISTYCZNEGO
EFEKT ALLEEGO

035 -_— 15

NCU.S "-—-;—-—2——--;——-:—---;——-—E-—-!--—-:———_~—-—

12 14 16 18

Rozwigzania rownania dla roznych wartosci poczgtkowych NO
(zrédto: Forys U., 2011)



MODEL LOGISTYCZNY

W odroznieniu od modelu wykfadniczego uwzglednia
ograniczong pojemnos¢ srodowiska — ale nie dopuszcza jej
zmian w czasie (np. pozywienie a pora roku, wycinka laséw)
Model nie uwzglednia:
struktury wieku populacji
migracji przestrzennych (np. w poszukiwaniu pozywienia)
czynnikdw losowych i ich wptywu na parametry modelu
oddziatywan miedzypopulacyjnych, np. drapiezca-ofiara

Piramidy wieku ludnosci
- spoteczenstwo “miode” (Meksyk) i “stare” (Szwecja)
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MODEL LOGISTYCZNY Z CZASEM
DYSKRETNYM

Rodwnanie roznicowe:

Nk
Nk-l-l:Nk 1+R(1_?)

N, — zageszczenie populacji po k krokach czasowych
R — wzrost populacji per capita, przy ominieciu konkurencji
wewnatrzgatunkowej

Interpretacja i krzywa wzrostu podobna do rownania
rozniczkowego, ale inne wtasciwosci!



MODEL LOGISTYCZNY Z CZASEM

DYSKRETNYM
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MODEL LOGISTYCZNY Z CZASEM
DYSKRETNYM

Bifurkacja

Stan stacjonarny przestaje byc¢ stabilny i w jego otoczeniu

pojawia sie stabilna trajektoria o okresie n

Startujac z jednego punktu stacjonarnego trafiamy do drugiego,

aby w kolejnym kroku wroci¢ do pierwszego

Wraz ze wzrostem parametru R zachodzg kolejne bifurkacje i

pojawiajg sie trajektorie o coraz dtuzszych okresach
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MODEL LOGISTYCZNY Z CZASEM
DYSKRETNYM

O Przebieg trajektorii staje sie coraz bardziej

skomplikowany i nieprzewidywalny wraz ze wzrostem
parametru R

o Trajektoria moze by¢ okresowa lub btgdzi po catym
zakresie osi Y bez widocznej reguty




CHAOS DETERMINISTYCZNY

Znany od lat 70-tych XX wieku, ma poczatki w opisie
matematycznym zjawisk atmosferycznych

Dotyczy zwykle uktadow réwnan rozniczkowych i réznicowych,
opisujgcych uktady dynamiczne

Najczesciej wystepuje w ukfadzie co najmniej trzech rownan
réznicowych / rézniczkowych

Nawet bardzo prosty, pod wzgledem struktury
matematycznej model, jakim jest dyskretne rownanie
logistyczne, moze miec zaskakujgco bogate i
skomplikowane wtasciwosci matematyczne




CHAOS DETERMINISTYCZNY

Trajektorie startujgce z bliskich punktow szybko oddalaja
sie od siebie
Efekt duzej wrazliwosci na zmiane warunkow poczatkowych

Niewielka zmiana warunkow poczatkowych daje znaczng
Zmiane przebiegu rozwigzania

Jest to tzw. efekt motyla

Nazwa pochodzi od
pioniera badan zjawisk
chaotycznych Edwarda N.
Lorenza




CHAOS A LOSOWOSC

Losowos¢
Brak powtarzalnosci i przewidywalnosci

Procesy losowe nie sg deterministyczne — rozne wartosci
wyjsciowe dla tych samych wartosci wejsciowych

Chaos
Nieregularny w czasie
Deterministyczny — te same wartosci na wejsciu daja
zawsze ten sam wynik
Trudne lub niemozliwe dtugoterminowe prognozy



CHAOS - PRZYKEADY

Astronomia — ruch planet i gwiazd

Ekonomia — szeregi czasowe, analiza rynkow
finansowych

Inzynieria — dynamika statkéw, ruch uliczny
Praca organdw np serce, mozg

Biologia populacyjna

Reakcje chemiczne

Prognozowanie pogody

BIUIILTER FLEY
ECONOMICS

PAUL ORMEROD
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