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Uktad rownan rozniczkowych
ZWyczajnych

o Jest forma reprezentacji matematycznej uktadow
dynamicznych, czyli modeli zjawisk przyrodniczych,
ktorych ewolucja jest zdefiniowana jednoznacznie dla
warunkow poczatkowych (model deterministyczny)

—

dx(t)
T f(tx(t),y())

dy(t) _
= g, x(t),y(t))

~——

Warunek poczatkowy: x(t,)=x,, Y(ty)=Y,

Funkcje f i g to zadane funkcje ciggte trzech zmiennych: t, x(t),y(t




Przyktadowy model

Model Lotki i Volterry reprezentowany przez uktad dwoch rownan
rozniczkowych. Niech:

V = V(t) — stan populacji ofiar w chwili t

P = P(t) — stan populacji drapieznikdw w chwili t

—

Rozwigzania:
dV 200 —
— =rV —aVP 10 1
dt 140 —
dP o ]
— = —sP +abVP
dt |

~— 0

1 19 37 55 73 91 109 127 145 163 181

/mienne: t,V, P
Parametry:r, a,s, b

Warunek poczatkowy to poczatkowy stan populacji:
V(ty)=V,
P(t,)=P,




Uktady rownan rozniczkowych
ZWyczajnych

» Portret fazowy

» Portret fazowy danego uktadu rownan rézniczkowych to
zobrazowanie przebiegu rozwigzan w przestrzeni, gdzie
rozwigzania sg krzywymi opisanymi lokalnie jako
funkcje, a przebieg w czasie (zmienna niezalezna t) zaznaczamy
strzatkami

» Inaczej: zbior trajektorii rozwigzan uktadu rownan
rozniczkowych w przestrzeni (na ptaszczyznie R?)

Forys U. 2011. Modelowanie matematyczne w biologii i medycynie.



Uktady rownan rozniczkowych
ZWYyczajnych

» Portret fazowy

» Wyznaczenie zaczynamy od znalezienia izoklin
zerowych, czyli zbiorow punktéw ptaszczyzny, ktore
otrzymujemy przyrownujgc do zera prawe strony
rownan z uktadu réwnan, np. izoklina zerowa

zmiennej x to x’(t)=0 ,

y(t)
dx(t) |
b f(t,x(t),y()) =0 11 ]

p r/a
DO _ o6, x0,y@®) =0

T .

!

al X(t)

Forys U. 2011. Modelowanie matematyczne w biologii i medycynie.




Uktady rownan rozniczkowych
Zwyczajnych

» Przyktadowy portret fazowy wraz z przyktadowymi krzywymi faz
oraz izoklinami

Wyznaczamy izokliny P .
d_V —rV —aqVP = (0 Dlajakiego P zmiana i i h
dt V bedzie réwna 0? ‘o N
rV = aVP L
rV/aV = aVP/aV [att "
I 1
r/fa=P |
| v o
Dla jakiego V zmiana P bedzie rowna 0? o s s
dP - T
— = —SsP+abVP =0
dt /
abVP = sP
abVP /abP = sP/abP V =s/ab

Forys U. 2011. Modelowanie matematyczne w biologii i medycynie.



Typy portretow fazowych uktadow
liniowych

\Ajc Ay Ax AX '
@a (4D <y éﬂ;{x,//

wezel stabilny  ognisko stabilne centrum ognisko niestabilne wezet niestabilny siodto

» Trajektoria prezentuje ewolucje stanu obiektu od okreslonego
warunku poczgtkowego

» ukfad stabilny — rozwigzania uktadu réwnan dazg do punktu
rownowagi np. wezet lub ognisko stabilne

» uktfad niestabilny — rozwigzania uktadu rownan oddala sie od punkt
rownowagi

» Kierunek zmian w czasie okreslamy na podstawie pochodnych
funkcji tworzacych uktad réwnan



Stabilnosc stanu
stacjonarnego

» Stan stacjonarny to punkt, w ktérym zeruje sie pierwsze
i drugie rownanie uktadu

Uktad

stabilny Uktad

niestabilny

» Stan stacjonarny nazywamy stabilnym w sensie Lapunowa, jezeli
startujagc z pobliskiego warunku poczatkowego, trajektoria rozwigzani
nie oddali sie zanadto od stanu stacjonarnego

» Stan stacjonarny nazywamy stabilnym asymptotycznie, jezeli sta
z pobliskiego warunku poczgtkowego, trajektoria rozwigzania z
asymptotycznie do stanu stacjonarnego.




Portret fazowy i stan stacjonarn

Stan stacjonarny stabilny Stan stacjonarny stabilny w
asymptotycznie sensie Lapunowa

20r

punkt
stacjonarny

http://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=mbm&part=Ch7
http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/zastosowania/2014/08/02/0_pewnym_ciekawym



Rozwiagzanie rownan
rozniczkowych

» Rownania rézniczkowe moga byc¢ rozwigzane:

» analitycznie — otrzymujemy rozwigzanie doktadne,
wymaga zastosowania znanych wzorow i
przeksztatcen algebraicznych

» Dla wielu rownan nie istnieje rozwigzanie
analityczne!

dN N(l N) J’ dN . K
—_— =7 —__— — _— > t: H—N

Ny
» numerycznie — otrzymujemy rozwigzanie z zatozong
doktadnoscia, polega na stosowaniu kolejnych
przyblizen




Numeryczne rozwigzanie rownan
rozniczkowych

» Rownania rézniczkowe zwyczajne

dy(t)
BT f(t,y(@))

V(to) = Yo

» Z warunkiem poczagtkowym

» Rozwigzanie numeryczne polega na wyznaczeniu
dyskretnych wartosci y,, = y(t,) na podstawie pochodnej,
gdzie n=1,2,..... Kolejne punkty znajdujg sie w
odlegtosci h (krok catkowania)




Rozwiazanie rownan rozniczko

» Obliczamy wartos¢ x w pdzniejszym czasie uzywajgc rownania:
y(to + At) = y(t,) + Atf (y(Lo))

+ predykcja

T 71 rzeczywistosc
Metoda Eulera
Y1 =Yo T hf(y(tn))
Y2 = y1 +hf(y(tD)
t, t,+\¢

Obliczamy pochodng w
krok czasowy punkcie t, i dokonujemy
ekstrapolacji na caty

krok czasowy




Rozwiagzanie rownan rozniczko

» Ulepszenie metody Eulera — metoda Runge-Kutty (R-K) drugieg

» Pochodna jest obliczana w Srodku kroku czasowego

kl — hf(tn_l, yn—l)

k
k, = hf (tn_l 10,5k, , + ?1)

yn — yn—l + kz

Krok czasowy mozna nazwacd
krokiem catkowania: h = At




Modele oddziatywan miedzy
dwiema populacjami




Wspotzawodnictwo gatunkow

» Dwa gatunki N, oraz N, konkurujg o to samo pozywienie

» Wielkos¢ populacji obydwu gatunkdéw zalezy od ilosci
dostepnego pozywienia

» Zuzycie pozywienia (Z) jest proporcjonalne do
liczebnosci gatunkéw

_ h,, h, — wspodtczynniki jednostkowego
Z hl Nl T hz NE zuzycia pozywienia gatunkow N, i N,

» Wspodtczynniki wzrostu populacji obu gatunkow w
idealnych warunkach wynoszg €, > 0, z kolei w wyniku
zuzycia pozywienia zmniejszajg si€ o Y,Z




Wspotzawodnictwo gatunkow

Niech:
N, = N,(t) — zageszczenie N1 w chwili t
N, = N,(t) — zageszczenia N2 w chwili t

AN
d_tl = (51 —y1(hyN; + hENE))Nl
dN
d_tz = (&, —y2(hyN; + hyN;))N,

~——

» Wspotczynniki wzrostu populacji

A =& —Vi(hyNy + hyNy) — —




Megafauna australijska

» Australia: Brak duzych statocieplnych drapieznikéw, przy
jednoczesnie duzej populacji drapieznikdw zmiennocieplnych

» Pod koniec plejstocenu wielkie wymieranie dotkneto zwierzeta
z catego globu, ale wszedzie — poza Australig — przetrwato wiele
gatunkéw ssakéw, w tym drapieznych, osiggajacych duzg mase

» Dlaczego duze drapiezne torbacze wyginety w Australii?

Flannery T. 1993. The case of missing meat eaters. Nature
Forys i Matejek, 2014, www.deltami.edu




Megafauna australijska

» W plejstocenie megafauna australijska ulegta
wymarciu. Hipotezy:

» Niewielkie rozmiary kontynentu — mata przestrzen
zyciowa?

» Mate mdzgi torbaczy uniemozliwity wyewoluowanie w
skuteczne drapiezniki?

» Australijscy roslinozercy sg zmuszeni zy¢ w duzo wiekszym
rozproszeniu niz na innych kontynentach (ograniczone
zasoby pokarmowe)

)

Faworyzowane sg drapiezniki o mniejszych rozmiarach
ciata lub wolniejszym metabolizmie




Megafauna australijska

» Drapiezniki statocieplne a zmiennocieplne?

» Kregowce zmiennocieplne majg 6 razy mniejsze
zapotrzebowanie na energie niz torbacze, a dziesiec razy
mniejsze niz tozyskowce. Gady potrafig przetrwaé bez pokarmu
znacznie dtuzej niz ssaki — nie ma koniecznosci utrzymania
ciepfoty ciata

» Lew workowaty, wymart w plejstocenie ~45 tys lat temu -
potrzebowat 6 razy wiecej upolowanych ofiar niz dwczesny
krokodyl (Quinkana), duze weze (Wonambi) czy jaszczurki
(Megalania)




Model Lotki-Volterry

» Umozliwiajg uwzglednienie interakcji miedzy dwiema populacjam
» Najstarszy znany model:

» Lata 20-ste XX wieku: model drapieznik — ofiara — niezaleznie przez
Lotke i Volterre

1920 rok 1926 rok

Model Model
biochemiczny -

Zmiana stezen
dwoch
reagujacych ze
sobg substancji
chemicznych

Adriatyku po
ograniczeni

Alfred James Lotka Vito Volttera



Model Lotki-Volterry

» Model dotyczy zmian liczebnosci populacji dwoch gatunkow:

» ofiar (ang. prey)

» drapieznikdw (ang. predator) zywigcych sie osobnikami
pierwszego gatunku.

1850 1875 1900 1925
Year

tps://www.math.duke.edu/education/webfeats/Word2HTML/Predator.html http://mathnathan.com/



Zatozenia modelu Lotki-Volterr

» W ekosystemie wystepujg dwa gatunki, przy czym
osobniki drugiego gatunku (ofiary, V) stanowig pozywien
osobnikéw pierwszego gatunku (drapieznikdéw, P)

» Zageszczenie populacji ofiar oznaczamy przez V(t), a
zageszczenie populacji drapieznikdw oznaczamy przez P(t)
» Jezeli:
» V(t) = 0 - brak ofiar oznacza smier¢ drapieznikdw
dP
7 =

» P(t) =0 - brak drapieznikdw oznacza niekontrolowany (wyktadniczy)

wzrost populacji ofiar

—SP

dVv
dt
» V(t) >0 oraz P(t) > 0 = drapiezniki polujg na ofiary

rV




Zatozenia modelu Lotki-
Volterry

» Ofiary rozmnazajg sie niezaleznie od polowan drapiezni
jest reprezentowane przez rV

» Polowanie jest mozliwe tylko przy bezposrednim kontakcie
liczba kontaktow jest proporcjonalna do liczebnosci obu
gatunkéw VP

» Ofiar ubywa proporcjonalnie do liczby spotkan co jest
reprezentowane przez aVP gdzie a informuje o skutecznosc
polowan

» Drapieznik zyskuje energie po upolowaniu ofiary, z czego czes¢ przeznac
na rozmnazanie (b) co jest reprezentowane przez abVP




Model Lotki-Volterry

Niech:
V = V(t) — zageszczenie ofiar w chwili t
P = P(t) — zageszczenia drapieznikdw w chwili t

wewnetrzna dynamika rozwoju

- J,/ populacji ofiar

av

ar =rV —alVP prawdopodobienstwo spotkania si
— gatunkow

d_P — _gP + abVP czesc energii z upolowanej biomasy,

dt drapieznik przeznacza na rozréd

/I\\ wewnetrzna dynamika populacji

drapieznikéw (spadek populacji)

r —wspotczynnik rozrodczosci ofiar
a — wspotczynnik skutecznosci polowan (interpretowany réwniez jak
biomasa upolowanych ofiar)

b — wspdtczynnik rozrodczosci drapieznikdw (na jednostke upol
s — wspoiczynnik Smiertelnosci drapieznikow




Analiza asymptotyki rozwigzan uktad
rownan

» Rozwigzaniem sg funkcje okresowe (krzywe zamkniete na
portrecie fazowym) przesuniete w czasie

» Rownania oscylujg wokot dodatniego stanu stacjonarnego, a ich
wartosci srednie sg rowne wspotrzednym tego punktu niezaleznie
od trajektorii, czyli takze od warunku poczatkowego (prawo
zachowania srednich)

200 +
180 +
160 +
140 +
120 +
100 +
80 +
60 -
40 +
20 ¢

1 19 37 55 73 91 109 127 145 163 181




Portret fazowy

Wyrozniony cykl
odpowiada
warunkowi

poczatkowemu:
=1

V(to)

P(t,) = 0,5

Dodatni stan stacjonarny uktadu — srednie sg rowne wspotrz

s/;b




DLACZEGO POPULACJA RYB DRAPIEZNYCH W
ADRIATYKU WZROSLA PO WOJNIE?

» Z modyfikacjg uwzgledniajgcg odtow

V = V(t) — zageszczenie ofiar w chwili t
P = P(t) — zageszczenia drapieznikdw w chwili t

—

av Zaktadamy
= =(r—d)V —aVP - takie samo tempo odtawiania dla
— t drapieznikdéw i ofiar
_P = —(s+ d)P + abVP - od.’rowy nie prowadzg do zagtady gat
dt czylid<r

~——

r —wspotczynnik rozrodczosci ofiar
a — wspotczynnik skutecznosci polowan (interpretowany rowniez jako
biomasa upolowanych ofiar)
b — wspodtczynnik rozrodczosci drapieznikow (na jednostke upolowan
s —wspotczynnik Smiertelnosci drapieznikow
d — wspétczynnik odtowu




Dlaczego populacja ryb drapieznyc
Adriatyku wzrosta po wojnie?

» Aby populacja nie wygineta odtowy muszg by¢ dokonane tak
abyd<r.

av
» Przy zbyt intensywnych odtowach, d >, T <0dla
wszystkich t, populacja ofiar ginie

» Gdy d < r dostajemy rodwnanie Lotki-Volterry ze
zmienionymi wspotczynnikami, a odtawiane populacje
majg Srednie zageszczenia rowne:

s+d r—d

Vé?— dl’ awiane __ > Vé P éﬂrdl' awianeg —
ab a

<P§’r




DLACZEGO POPULACJA RYB DRAPIEZNYCH W
ADRIATYKU WZROSLA PO WOJNIE?

» Odfawianie powoduje zmniejszenie Sredniej
liczebnosci populacji drapieznikow i zwiekszenie
Sredniej liczebnosci populacji ofiar

» Nalezy uwazac przy ingerencji w ekosystem, np. tepiac
szkodniki

» Przy zaprzestaniu potowow populacje wrocity do
naturalnego stanu i liczebnos¢ drapieznikow
wzrosta




Model Lotki-Volterry

» Krytyka modelu:

» Brak stabilnosci strukturalnej - niewielka zmiana
prawej strony rownania moze prowadzi¢ do
radykalnych zmian w dynamice rozwigzan

» Rozwigzania uktadu oscylujg w taki sposob, ze
wzrost populacji drapieznikdw moze wyprzedzad
wzrost populacji ofiar co nie jest obserwowane w
naturze

» Nie uwzglednia szeregu istotnych zmiennych

» Wewnetrzna dynamika populacji ofiar zgodna z
modelem Malthusa — brak zaleznosci od zageszczenia

» Brak konkurencji miedzygatunkowej

» Brak mechanizmow obronnych u ofiar — np. kryjowek




Rys$ kanadyijski a zajgc snowshoe

Na podstawie danych skupu skor
z lat 1845 - 1930 przez Kompanie
zatoki Hudsona.

Number of pelts in 1000’s

————Iare

=== —Lynx

Problemy z interpretacja: oscylacja liczeb N

rysi wyprzedza zajgce

Zajace polujg na rysie?

lt in 1000's
3
"l L,

Zajace zarazajg rysie Smiertelna choroba

Number of pe

Problem ze zbieraniem danych —
wptyw traperéow?

45 1855 1865 1875 1885 1895 1905 1915 1925 1935

(b)

Lynx

20

80+

60}

40t

10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
Years 1875-1904 starting 1875

1885

1875

1 !
40 G0 100 120

Hare
Murray J. 2003. Mathematical Bi
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MODEL LOTKI-VOLTERRY
Z ograniczong pojemnoscig srodowiska dla o

» Zasadnicze znaczenie w srodowisku australijskim

» Podstawowy model Lotki-Volterry zaktada nieograniczong
pojemnosc srodowiska dla ofiar

» Niewielka liczebnos¢ drapieznikdéw prowadzi do
gwaftownego wzrostu populacji ofiar i przyczynia sie do
okresowosci rozwigzan

» Zaktadajac, ze pojemnos¢ srodowiska jest ograniczona
wprowadzamy rownanie logistyczne zamiast
wyktadniczego dla wzrostu populacji ofiar




MODEL LOTKI-VOLTERRY
Z ograniczong pojemnoscig srodowiska dla o

» Z modyfikacjg uwzgledniajgcg ograniczong pojemnosc srodowis
ofiar

V = V(t) — zageszczenie ofiar w chwili t
P = P(t) — zageszczenia drapieznikdw w chwili t

dv %
— = TV(l ——) —aVP

dt k
dP

— = —sP +abVP
dt

~——

r —wspotczynnik rozrodczosci gatunku ofiar
a — wspotczynnik skutecznosci polowan (interpretowany rowniez jako
biomasa upolowanych ofiar)
b — wspodtczynnik rozrodczosci drapieznikow (na jednostke upolowan
s —wspofczynnik Smiertelnosci drapieznikow
k — pojemnos¢ srodowiska dla gatunku ofiar




MODEL LOTKI-VOLTERRY
Z OGRANICZONA POJEMNOéCIA SRODOWISKA DLA OFIAR

» Z modyfikacjg uwzgledniajgcg ograniczong pojemnosc srodowis
ofiar

» W populacji ofiar oprdcz procesu rozrodczosci wystepuje
konkurencja o zasoby modelowana za pomocg funkcji kwadrat

» Zmiana izokliny dla drapieznikéw

_ r — r r

a ak



MODEL LOTKI-VOLTERRY
Z OGRANICZONA POJEMNOSCIA SRODOWISKA DLA OFIA

» Liczba standw stacjonarnych jest zalezna od k

» Gdy pojemnosc¢ srodowiska jest niewielka k < s/ab -
wystepujg dwa rozwigzania stacjonarne:

A. Liczebnosci populacji wynoszg 0 osobnikow (0,0)

B. Populacja ofiar dazy do liczebnosci k (k, 0), populacja
drapieznikdw wymiera (liczebnosc ofiar jest zbyt
mata aby populacja drapieznikow mogta sie
wyzywic)

» C. Gdy pojemnosc¢ srodowiska jest duza k > s/ab —

istniejg trzy rozwigzania stacjonarne A, B oraz
wynikajgce z prawa zachowania sSrednich

» Gdy k=s/ab rozwigzania B i C pokrywajg sie




MODEL LOTKI-VOLTERRY
Z ograniczong pojemnoscig srodowiska dla o

o Jezeli rozwigzanie stacjonarne istnieje k > s/ab jest ono
globalnie stabilne dla wszystkich dodatnich warunkéw
poczatkowych

o Wraz z uptywem czasu liczebnosci gatunku ofiar i
drapieznikow zbiegajg sie do wielkosci okreslonych przez
wspotrzedne rozwigzania stacjonarnego C

S r

D'a (1~ g1g)

o Obydwa gatunki wspotwystepujg w srodowisku

C =




Przebieg przyktadowych rozwigzan

ukfadu.
Wykresy na gorze — istnieje dodatni
stan stacjonarny S

k >—
ab

Wykres na dole — nie istnieje
dodatni stan stacjonarny

k <

S
ab

12 —

'"J -'T

1 T T T T
b
S ———P®)

20




Drapiezniki statocieplne a
zmiennocieplne w Australii

» Wspotczynniki ri k opisujg populacje ofiar i pozostaja
state dla réznych gatunkéw drapieznikéw

» Dwa zestawy parametrow dla drapieznikdow:
» zmiennocieplne: a;, by, s;

» statocieplne: a,, b,, s,

» Parametr b opisuje czes¢ energii pozyskanej z
upolowanej ofiary na rozrod

» Zwierzeta zmiennocieplne mogg przeznaczy¢ wiecej
energii na reprodukcje, czyli bedg miaty wiekszg
wartos¢ wspotczynnika b




MODEL LOTKI-VOLTERRY
Z OGRANICZONA POJEMNOSCIA SRODOWISKA DLA OFIA
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