
STATYSTYKA
MATEMATYCZNA

Wybrane rozkłady
zmiennych losowych



Rozkład dwupunktowy

xi pi

0 1-p

1 p

suma 1

Zmienna losowa przyjmuje tylko dwie wartości: 
wartość 1 z prawdopodobieństwem p 

i wartość 0 z prawdopodobieństwem 1- p



Rozkład dwupunktowy
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Funkcja rozkładu prawdopodobieństwa 



Rozkład dwupunktowy
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Dystrybuanta



Rozkład dwupunktowy

EX = p

D2X = p(1-p)

Parametry



Rozkład dwupunktowy

Przykładem cechy opisywanej przy pomocy rozkładu 
dwupunktowego może być:
stan zdrowia (zdrowy i chory), 
płeć (samiec czy samica), 
przeżywalność (żyje lub nie żyje), 
rogatość (rogaty czy bezrożny) 
i wiele innych. 

Przykładem może być również para alleli w locus, przy 
założeniu istnienia tylko dwóch alleli  



Rozkład dwumianowy 
(Bernoulli’ego)

Wykonujemy n niezależnych doświadczeń w nie 
zmienionym schemacie. W każdym z doświadczeń może 
pojawić się sukces („1”) z prawdopodobieństwem p albo 
porażka („0”) z prawdopodobieństwem 1-p. Wartościami 
zmiennej losowej jest liczba sukcesów k = 0,1,...,n 
uzyskanych w takiej serii doświadczeń. Rozkład 
dwumianowy jest zatem sumą n zmiennych zero-
jedynkowych. 
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Prawdopodobieństwo każdej wartości zmiennej losowej 
obliczamy posługując się wzorem:

Rozkład dwumianowy 
(Bernoulli’ego)



Trójkąt Pascala

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

1 7 21 35 35 21 7 1

1 8 28 56 70 56 28 8 1

1 9 36 84 112 112 84 36 9 1

1 10 45 120 196 224 196 120 45 10 1
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Wiadomo, że wśród cieląt 70% jest odpornych na dany rodzaj infekcji.
Niech zmienną losową będzie liczba odpornych spośród czterech cieląt.
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Rozkład dwumianowy 
(Bernoulli’ego)
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Rozkład dwumianowy 
(Bernoulli’ego)



Rozkład dwumianowy 
(Bernoulli’ego)
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Parametry zmiennej o tym rozkładzie 
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Rozkład dwumianowy 
(Bernoulli’ego)
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xi pi

0 0,0078125

1 0,0546875

2 0,1640625

3 0,2734375

4 0,2734375

5 0,1640625

6 0,0546875

7 0,0078125
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Rozkład jest symetryczny

Rozkład dwumianowy 
(Bernoulli’ego)



Rozkład geometryczny

Rozkład geometryczny – wynik ciągu niezależnych 
doświadczeń, które powtarzane są tak długo, aż pojawi 
się sukces z prawdopodobieństwem p. Seria składa się 
zatem z (k + 1) doświadczeń, w tym k - porażek i jednego 
sukcesu. Wartością zmiennej losowej jest liczba 
doświadczeń poprzedzających sukces, (tzn. czas 
oczekiwania na sukces). Zmienna losowa ma 
nieskończenie wiele wartości.
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Rozkład geometryczny
Załóżmy, że każdorazowe szczepienie powoduje 
odporność u 60% zwierząt, a efekty kolejnych szczepień 
są niezależne. Ile razy powinno się szczepić cielęta, aby 
uzyskać co najmniej 95% odpornych zwierząt?

xi P(X=xi)

0 0,6

1 0,24

2 0,096

3 0,0384

4 0,01536

5 0,00614

... ...

... ...

... ...

x F(x)

(- ; 0) 0

0 ; 1) 0,6

1 ; 2) 0,84

2 ; 3) 0,936

3 ; 4) 0,9744

4 ; 5) 0,98976

5; 6) 0,9959

... ...

... ...



Rozkład Poisson’a
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Rozkład Poisson’a jest rozkładem granicznym dla ciągu
zmiennych losowych mających rozkład dwumianowy. Wraz
ze wzrostem długości serii (n) maleje prawdopodobieństwo
sukcesu (p), tak, że np = const.

Dla rozkładu granicznego seria niezależnych doświadczeń musi być 
długa (minimum 100), a prawdopodobieństwo sukcesu niewielkie. 
Parametrem rozkładu Poisson’a jest  = np, iloczyn długości serii (n) i 
prawdopodobieństwa sukcesu (p). Wartościami zmiennej, tak jak w 
rozkładzie Bernoulli’ego, jest liczba sukcesów k = 0,1,2,.... Zbiór 
wartości jest nieskończony i przeliczalny. Prawdopodobieństwo 
oblicza się ze wzoru:



Rozkład Poisson’a

EX   D X2  

Przykładem zjawisk, które można opisywać rozkładem Poisson’a
jest liczba wypadków w jednostce czasu, liczba bakterii w danej
objętości, liczba zachorowań na rzadkie choroby, czy liczba awarii
jakiegoś urządzenia w danym przedziale czasu.

Jedynym parametrem rozkładu Poisson’a jest . Jest ona zarówno
wartością oczekiwaną jak i wariancją zmiennej losowej:



Rozkład Poisson’a

PRZYKŁAD
Wiadomo, że prawdopodobieństwo pojawienia się genetycznej wady
włosa w okrywie lisów jest równe 0,004. Właściciel fermy złożonej z
800 lisów chce uzyskać informację jakie jest prawdopodobieństwo, że
na jego fermie znajdzie co najmniej trzy lisy z wadą.

długość serii n=800, 
prawdopodobieństwa pojawiania się wady p = 0,004
Zatem    = 8000,004 = 3,2
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Rozkład Poisson’a

xi pi
0 0,13533528
1 0,27067057
2 0,27067057
3 0,18044704
4 0,09022352
5 0,03608941
6 0,01202980
7 0,00343709
8 0,00085927
9 0,00019095

10 0,00003819
11 0,00000694
12 0,00000116
13 0,00000018
14 0,00000003

 = 2



Rozkład Poisson’a
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Rozkład Poisson’a



Przykład

Rozkład liczby bakterii w kropli wody jest rozkładem Poisson’a o  = 0,5, 
w dwóch kroplach wody liczba bakterii będzie miała rozkład o  = 1,0 itd. 

Trzeba obliczyć liczbę kropli, aby P(X>0) było równe 95%.

P(X>0) = 1- P(X=0)
Skoro P(X>0) = 0,95 to (PX=0) = 1 – P(X>0) = 1 – 0,95 = 0,05

Średnia liczba bakterii w kropli substancji jest równa 0,5. Z ilu kropli 
należy utworzyć próbkę substancji, aby z prawdopodobieństwem 0,95 
znalazła się w niej co najmniej jedna bakteria?

L. kropli 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5 5,0 

P(X=0) 0,6065 0,3679 0,2231 0,1353 0,0821 0,0498 0,0302 0,0183 0,0111 0,0067 
 



Rozkład jednostajny
Zmienna losowa, która przyjmuje dowolną wartość z 
przedziału (a ; b) z jednakowym prawdopodobieństwem 
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Rozkład jednostajny
Dystrybuanta
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Rozkład jednostajny
Parametry
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Rozkład normalny

Rozkład normalny z wielu względów jest najważniejszym
rozkładem zmiennej losowej ciągłej.

Cechy bezpośrednio mierzone, takie jak masy, wysokości,
długości, powierzchnie, objętości, wydajności mają
rozkład normalny.

Błędy losowe mają rozkład normalny.

Ponadto wiele rozkładów dąży do rozkładu normalnego w
określonych warunkach, czyli rozkład ten jest graniczny
dla wielu innych rozkładów.



Rozkład normalny

Funkcja gęstości rozkładu normalnego określona dla
wszystkich liczb rzeczywistych
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Dwa parametry rozkładu normalnego:
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Rozkład normalny

Funkcja gęstości rozkładu normalnego określona dla
wszystkich liczb rzeczywistych
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Dwa parametry rozkładu normalnego:
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Rozkład normalny – różne m
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Różne wartości odchylenia standardowego
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Rozkład normalny

 każdy rozkład jest jednoznacznie określony przez swoje dwa
parametry: wartość oczekiwaną m i odchylenie standardowe , co
zapisujemy: X~N(m ; ),

 jest symetryczny względem prostej x=m, funkcja gęstości osiąga
maksimum dla EX, stąd wartość oczekiwana, modalna i mediana są
sobie równe

 jest określony dla liczb rzeczywistych

 prawdopodobieństwo występowania wartości zmiennej losowej w
przedziałach liczbowych o końcach wyznaczonych przez parametry
rozkładu (m i ) jest jednakowe dla każdej zmiennej o rozkładzie
normalnym. Zasada ta nazywana jest regułą „trzech sigm” tzn:
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Rozkład normalny
reguła „trzech sigm”
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Podobnie wartość dystrybuanty dla wartości zmiennej losowej 
wyznaczonej przez parametry jej rozkładu jest jednakowa dla każdej 
zmiennej o rozkładzie normalnym, tzn: 

Jeżeli X1~N(m1 ; 1) oraz X2~N(m2 ; 2)
to F(X1 = m1 + k1) = F(X2= m2 + k2).

68,26%

95,44%

99,74%

  



Standaryzacja

• Przekształcenie zwane standaryzacją, jest liniowym 
przekształceniem, w wyniku którego uzyskujemy 
zmienną losową o wartości oczekiwanej równej zero i 
odchyleniu standardowym równym jeden.

• Jeśli zmienna X~N(m;) to zmienna U zdefiniowana jako  

ma rozkład normalny o parametrach  0 i 1 , czyli 

zmienna U~N(0 ; 1).
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Standaryzacja

xi pi

1 0,25 0,25 0,25

2 0,2 0,4 0,8 D2X 9,848

5 0,25 1,25 6,25

7 0,15 1,05 7,35 DX 3,138

10 0,15 1,5 15

1 EX 4,45 29,65

ui pi

-1,099 0,25 -0,2749 0,30217

-0,781 0,2 -0,1561 0,12191 D2X 1

0,175 0,25 0,04382 0,00768

0,813 0,15 0,12189 0,09905 DX 1

1,769 0,15 0,26529 0,46919

1 EX 0 1



Przykład

Obliczyć P(7<X<16) wiedząc, że zmienna X~N(10 ; 4).

dla zm. los. ciągłej P(7<X<16) = F(X=16) - F(X=7)
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Przykład

Wzrost mężczyzn podlega rozkładowi normalnemu o średniej 180 cm, 
przy czym 2,5% mężczyzn jest niższych niż 170,2 cm. Jaki procent 
mężczyzn jest wyższy niż 185 cm?
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Dystrybuanta rozkładu normalnego



Gyps fulvus
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