STATYSTYKA

Zmienna losowa
dwuwymiarowa



Definicja
Zmienna losowa dwuwymiarowa jest potaczeniem dwoéch

zmiennych losowych jednowymiarowych okreslonych na tym
samym zbiorze Q.

Funkcja rozkladu prawdopodobieristwa (gestosci) takiej
zmiennej jest dwuargumentowgq funkcja zdefiniowana
nastepujaco:

F(XYy) =p; =P(X=x)A =y)))

dla zmiennej losowej skokowej

(o = [ P(X< X <X+AX,y <Y <y+Ay)
AX—0 AxAy

Ay—0

dla zmiennej losowej ciaglej



Rozklady brzegowe

czyli rozklady kazdej zmiennej sa okreSlone przez ponizsze
funkcje jednoargumentowe:

F(X)=P(X=x)=np :Zp”

dla zmiennej losowej skokowej

f(y):P(Y:yj): P; :Zpij

F00 = [ fx y)dy

dla zmiennej losowej ciaglej

f(y)= [ f(xy)dx



Zmienne losowe dwuwymiarowe

XN lo2 | 3 | 4 | s

3 0,12 0,09 0,04 0

4 0,06 0,08 0,12 0,10

5 0,04 0,05 0,10 0,20
Rozklad brzegowy zmiennej losowej X: Rozklad brzegowy zmiennej losowej Y:

xi_ 3 4 5 Y, > 3 4 5
P(X=x;) | 0,25 | 0,36 | 0,39 P(Y=y;)[0,22]0,22]0,26 | 0,30




Zmienne losowe dwuwymiarowe

0,2
0,18
0,16
0,14
0,12

0,1
0,08
0,06
0,04
0,02




Rozktady warunkowe

Rozklad warunkowy zmiennej Y (pod
warunkiem, ze X = x;) okreslimy wzorem:

P(Y:yj/X:xi):&

dla zmiennej losowej skokowej,

f(y/X)= f]f)(‘)g)

dla zmiennej losowej ciagte].



Rozklady warunkowe

Rozktad zmiennej losowej XY

Rozktady warunkowe Y/X

Xi \'Y; 3 4 5 suma
1 042 | 016 |042| 1,00
2 0,20 | 0,20 |{0,60| 1,00
4 048 | 019 |0,32| 1,00

Xi \ Y 3 4 5 pi
1 0,08 | 0,03 |0,08 | 0,19
2 0,10 | 0,10 | 0,30 | 0,50
4 0,15 0,06 | 0,10 | 0,31
Pj 0,33 | 0,19 | 0,48

Rozktady warunkowe X/Y

Xi \ Yj 3 4 5
1 0,24 | 0,16 | 0,17
2 0,30 | 053 | 0,63
4 045|032 | 0,21

suma | 1,00 | 1,00 | 1,00




Parametry

Parametrami dwuwymiarowej zmiennej losowej sa wartosci
oczekiwane obydwu zmiennych (EX i EY), ich wariancje (D?X i D?Y)
obliczane z funkcji rozkladéw brzegowych.

Miarg charakteryzujaca wspotzmiennosé X 1Y jest kowariancja (CXY) :

CXY =) (% —EX)-(y;—EY)-p; =D _XY;p; —EX -EY
i, ] i
dla zmiennej losowej skokowej
CXY = j _[(x—EX)-(y—EY)- f(x,y)dxdy = j jxy-f(x,y)dxdy—EX .EY

—00 —00 —00 —00

dla zmiennej losowej ciaglej



Rodzaje zaleznosci

Jesli zmienne sg niezalezne to kowariancja miedzy nimi ma
wartosc¢ zero.

Odwrotne twierdzenie jest nieprawdziwe, tzn. jesli kowariancja
jest rowna zero, to nie oznacza, ze zmienne sg niezalezne .

Wyrdzniamy dwa rodzaje niezaleznosci

- Stochastyczng (rozktady warunkowe jednej zmiennej na
kazdym poziomie drugiej sg takie same) inaczej

F(x,y)=1(x)-T(y)

- Korelacyjng (wartosci oczekiwane warunkowych rozktadow
sq jednakowe) EX/Y,=EX/Y,=.....




Niezaleznos¢ stochastyczna

x\ ¥ 0 2 3 pi
1 0,08 0,20 0,12 0,40
3 0,12 0,30 0,18 0,60
jof 0,20 0,50 0,30 1,00

EX =1-04+3-06=04+18=2,2
EY =0-0,2+2-05+3:-03=0+1+09=19

CXY =(1-0-0,08+1-2-02+1-3-012+3-0-012+3-2-0,3+3-3-0,18) -2,2-1,9 =
=(0+0,4+0,36+0+18+162)-2,2-19=418-418=0



Niezaleznosc stochastyczna

x\ ¥ 0 2 3 suma
1 0,08/0,40(0,20/0,40|0,12/0,40 1
=0,20 =0,50 =0,30
3 0,12/0,60|0,30/0,60(0,18/0,60 1
=0.20 =0,50 =0,30
x\ ¥ 0 2 3
1 0,08/0,2|0,20/0,5|0,12/0,3
0=040|0=040|0=040
3 0,12/0,2|0,30/0,5|0,18/0,3
0=0.60 | 0=0,60 | 0=0,60
suma 1 1 1

EY/X=1=19
EY/X=3=19
EX/Y=0=2.2
EX/Y=2=22
EX/Y=3=22
Np.
P(X=1,Y=3)=
0,4*0,3=0,12



Korelacja

Kowariancja jest miara zaleznosci korelacyjnej (typu liniowego)
zmiennych losowych i moze przyjmowac wartosci z przedziatu
(-DX-DY ; +DX-DY). Znak kowariancji informuje o kierunku
zaleznosci.

Poniewaz CXY jest wielkoscia mianowang, zalezng od jednostek
X 1Y, to jako miare wspoélzaleznosci liniowej dwoch zmiennych
stosuje sie niemianowany wspolczynnik korelacji liniowej:

~CXY
DX - DY

P xy

Wspolczynnik korelacji liniowej przyjmuje wartosci od -1 do 1.
Znak informuje o kierunku zaleznosci, a wartos¢ o jej sile.
Gdy pyy = 0 to zmienne sa niezalezne.



korelacyjna

° ° F F
Niezaleznosc¢
x\' | 0 2 4 pi
1 0,2 0,1 0,2 0,5
3 0,1 0,3 0,1 0,5
pi | 03 0,4 0,3 1

EX =1-05+3-05=05+15=2,0

EY =0.0,3+2-04+4-0,3=0,8+1,2=20

CXY =(1-0-02+1-2-01+1-4-0,2+3-0-01+3-2-0,3+3-4-01)-2,0-20=
=(00+02+08+0,0+18+12)-4,0=4,0-4,0=0



Niezaleznosc korelacyjna

0 2 4 suma

1 [02/05(0,1/0,5(0,2/0,5] 1

3 101/0,5(0,3/0,5|0,1/0,5
=0,2 | =0,6 | =0,2 1

EY/X=1=2
Pj 0,3 0,4 0,3 EY/X=3 =2
Np.

P(X=1,Y=4)20,5*0,3



Zaleznosc jednej zmiennej od drugiej

Mozna rozpatrywacé funkcyjng zaleznos¢ jednej zmiennej od
drugiej. Wtedy jedna ze zmiennych jest zmienng niezalezng
(argument funkcji), a druga - zmienng zalezna (wartosScig
funkcji). Przykladem takich funkgcji sa regresja.

Regresja I rodzaju jest funkcja przyporzadkowujaca wartoSciom
zmiennej niezaleznej warunkowe wartosci oczekiwane zmienne;
zaleznej. Jest to funkcja postaci:

m(x) = E(Y/X=x)) zaleznos¢ zmiennej Y od X

m(y) = E(X/Y=y)) zaleznos¢ zmiennej X od Y



Zaleznosc jednej zmiennej od drugiej
Regresja II rodzaju - funkcja przeprowadzona wedlug metody
najmniejszych kwadratoéw - najczesciej funkcja liniowa postaci:

g(y) = Doy Y+ 0y opisujaca zaleznos¢ Y od X

g (X) = IBYX - X+ oy opisujaca zaleznos¢ X od Y

Wspolczynnik By, nazywany jest wspotczynnikiem regres;ji liniowej
i wyraza wielko$¢ zmiany zmiennej zaleznej (Y) przy wzroscie
zmiennej niezaleznej (X) o jednostke.

Wspolczynnik a., nosi nazwe statej regres;i.

Wykresem tej funkcji jest linia prosta.

Wspotczynniki i stale regresji obliczane sa wedlug ponizszych
WZOIow:

CXY ~ CXY
= DZX ﬂXY _ DZY
a, =EY - B, -EX Ayy = EX =By -BY

P



Wspotczynnik determinacji

Miarg informujaca jaka czeS¢ wariancji zmiennej
zaleznej mozna wyjasni¢ przy pomocy danej funkgji
regresji jest wspOtczynnik determinacji.

Dla funkcji regresji 1 rodzaju wspolczynnik ten
oznaczany jest przez &, oraz &y, (zaleznie od
kierunku zaleznosci),

a dla liniowej regresji Il rodzaju przez o,

Dla regresji Il rodzaju wspotczynnik determinacji jest taki
sam dla kazdego kierunku zaleznosci :

,0>2<Y :(/OXY )2 = By * Pyx



Wspolczynnik determinacji

Suma wariancji warunkowych wartosci oczekiwanych i
wartosci oczekiwanej wariancji warunkowych rozkladow dla
kazdego kierunku zaleznosci jest rowna wariancji zmiennej
zaleznej, czyli:

D2Y = D2(E(Y/X)) + E(DX(Y/X))

D2X= D2(E(X/Y)) + E(DA(X/Y))



Wspotczynnik

determinacj

Wspolczynniki te obliczane sa wedtug wzoréw:
, D?(E(Y/X)) D2 —E(D?(Y/X))

YX —

D%Y D%Y

, _ D*(E(x/Y)) _D*X —E(D*(X/Y))

E =
- D2X D2 X

gdzie D*(E(Y/X)) i D*(E(X/Y)) to wariancje warunkowych wartosci
oczekiwanych, a E(D?(Y/X)) i E(D*(X/Y)) sa wartosciami
oczekiwanymi wariancji rozkladow warunkowych.

D*(E(Y/X))=2 (E(Y /X =x)-EY) P(X =x) =D (E(V/X =x)) - P(X =x) ~ (EY)?

E(D?(Y/X))= 2 D*(Y /X =x)P(X =)



Prawdopodobienstwa warunkowe P(Y/X)

E(Y/X)

D2(Y/X)

4,00

0,84

Rozktad zmiennej losowej XY
Xi \'yj 3 4 5 pi
1 0,08 | 003 | 0,08 | 0,19
2 0,10 | 0,10 | 0,30 | 0,50
4 015 | 0,06 | 0,10 | 0,31
Pj 033 | 019 | 0,48

4,40

0,64

Prawdopodobienstwa warunkowe P(X/Y)

3,84

0,78

Xi \'yj 3 4 5
1 0,24 | 0,16 | 0,17
2 0,30 | 053 | 0,63
4 045 | 0,32 | 0,21
suma | 1,00 | 1,00 | 1,00
E(X/Y) 267 247 225
DZ(X/\Q 162 120 094

0,0656

0,7219

€2y/x

0,08326

Xi \'yj 3 4 5 suma
1 0,42 016 | 042 1,00
2 0,20 | 0,20 | 0,60 1,00
4 0,48 019 | 0,32 1,00
EY D2y
415 | 0,7875
COVXY -0,164
EX 2,43 p? 0,0276
D2X 125
0,0344 €2x/y
12107 0,02763




2,75

2,50

2,25

2,00

Zaleznos¢

XodY




Zaleznos¢ Y od X

450
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Tworzenie zmiennych losowych ztozonych
poprzez liniowe kombinacje zmiennych

Zmienne losowe mozna ze soba laczy¢, tzn. dodawaé, odejmowaé, mnozyc¢
przez liczby.

Polaczenie zmiennych, w ktérym wystepuja one zawsze w pierwszej potedze,
nazywamy liniowymi.

Znajac  parametry zmiennych skladowych mozna oblicza¢ parametry
zmiennych zlozonych.

Jezeli zmienna V jest liniowa kombinacja zmiennych X;, X,..., czyli:

V :Zk:ai-xi
i=1

to wartos¢ oczekiwana zmiennej ztozonej jest ztozeniem wartosci
oczekiwanych wedlug tej samej kombinagji:

EV :Zk:ai EX.
=1



Tworzenie zmiennych losowych ztozonych
poprzez liniowe kombinacje zmiennych

a wariancja zmiennej ztozonej oprocz wariancji zmiennych
prostych uwzglednia powigzania miedzy kazda para zmiennych
prostych (kowariancje):

D%V :Zk:af-DZXi +ki Zk:2-ai -a,-CX; X,
=1

i=l j=i+l

Kowariancje zmiennej ztozonej ze zmienng skladowa X
obliczamy nastepujaco:

K
CVX, =D aCX;X, przy czym CX, X, =D*X
=1

m



Przykiad
Dane sa zmienne losowe X oraz Y o parametrach: EX=2,
D2X=5, EY=3, D?Y=7, CXY=4.

Zmienne Z i W sa kombinacjami liniowymi postaci:
Z=3X+2Y
W =4X -3Y

EZ =3-EX+2-EY =3-2+2-3=12
EW =4-EX -3-EY =4.2-3-3=-1

D°Z =3*D?X +2°D?% +2-3.-2-CXY =9-5+4.7+12-4=121
DW =4°D*X +3°D% —2-4-3-CXY =16-5+9.7-24-4 =47

CZW =3-4.D*X +3-(-3)-CXY +2-4-CXY +2-(-3)-D°Y =12-5-9-4+8-4-6-7=14

kowariancje zmiennej ztozonej ze sktadowymi X1iY:
CXZ =3-D*X +2-CXY =3-5+2-4 =23
CXW =4.D?X —3-CXY =4.5-3-4=8
CYZ =3-CXY +2-D?Y =3-4+2-7=26
CYW =4-CXY —-3-D?% =4-4-3-7=-5






