
STATYSTYKA

Analiza wariancji
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Metoda analizy wariancji została opracowana w latach
dwudziestych przez R. Fishera, znajdując najpierw
zastosowanie w doświadczalnictwie rolniczym.

Uogólniając, analiza wariancji jest techniką badania, czy
określone czynniki wywierają wpływ na analizowaną
cechę.

Rozpatrzmy pewną populację generalną, w której
obserwujemy zmienną losową .
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Analiza wariancji :
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Załóżmy dalej, że istnieje pewien czynnik 
oddziaływujący na wartości tej zmiennej i pozwalający 
na wydzielenie k podpopulacji (co najmniej dwóch 
podpopulacji):

....

Celem analizy wariancji jest zweryfikowanie 
hipotezy o równości średnich generalnych w 
podpopulacjach:

 1  2 k

Y N m e1 1~ ( ; ) Y N m e2 2~ ( ; ) );(~ ekk mNY 

kmmmH  210  :



4

Weryfikacja hipotezy zerowej o jednoczesnej równości 
średnich w podpopulacjach:

wymaga pobrania próby losowej (z reguły w wyniku 
odpowiednio zaplanowanego eksperymentu) o liczebnościach 
odpowiednio    

.

Oznaczmy wyniki próby przez          , gdzie                   

jest wskaźnikiem poziomów czynnika badanego 
(klasyfikacyjnego), a                       jest wskaźnikiem powtórzeń 
(replikacji). 
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Każdą obserwację można zapisać jako sumę wspólnej
średniej generalnej m, efektu i-tego poziomu czynnika
badanego (klasyfikacyjnego) ai oraz efektu losowego eij:

O efektach losowych zakładamy, że mają 

Rozkład                               i są niezależne.

Z tego wynika, że wartość oczekiwana w i-tej grupie 
jest równa:
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Zatem efekt ai jest odchyleniem średniej w danej grupie od
średniej ogólnej:

Tym samym hipoteza o równości średnich podpopulacji
może mieć postać:

a m mi i 

H a a ak0 1 2 0:     



Hipoteza zerowa

H0 : Średnie (efekty) subpopulacji są równe

m1 = m2 = m3 = m4 lub a1 = a2 = a3 = a4 = 0

Hipoteza alternatywna
H1 : Co najmniej jedna para wartości oczekiwanych 
grup nie jest sobie równa

m1 ≠ m2 lub m3 ≠ m4 lub m1 ≠ m3 lub m2 ≠ m4 lub m1 ≠ m4 lub m2 ≠ m3



Założenia analizy wariancji:

• odchylenia od średnich grup mają rozkład 
normalny 

• homogeniczność wariancji na poszczególnych 
poziomach czynnika 

• poszczególne obserwacje są od siebie niezależne
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Równość wariancyjna

SST        =  SSB      +   SSE
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Równość wariancyjna
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Odchylenie średniej grupy od średniej całości 
i odchylenie obserwacji w obrębie grupy



Statystyka F:

Femp = MSB / MSE

Na podstawie danych obliczamy statystykę testu F. 
Obszar krytyczny dla rozkładu F i lss. (k-1) i (N-k). 

Jeżeli krytyczny poziom istotności <= 0,05, to odrzucamy 
hipotezę zerową.



Tabela analizy wariancji

źródła 

zmienności
LSS

SS 
SKO

MS
ŚKO

Femp

ogólna N - 1 SST

między 

grupami
k - 1 SSB SS/LSS MSB/MSE

błąd N - k SSE



Badano zróżnicowanie masy ciała przepiórek z trzech linii na

poziom masy ciała.
i yij yij - - yij - (yij - )2 (    - )2 (yij - )2

1 23 26,65 30 -3,65 3,35 -7 13,3225 11,2225 49

1 25 26,65 30 -1,65 3,35 -5 2,7225 11,2225 25

1 28 26,65 30 1,35 3,35 -2 1,8225 11,2225 4

1 32 26,65 30 5,35 3,35 2 28,6225 11,2225 4

1 37 26,65 30 10,35 3,35 7 107,1225 11,2225 49

1 35 26,65 30 8,35 3,35 5 69,7225 11,2225 25

1 33 26,65 30 6,35 3,35 3 40,3225 11,2225 9

1 27 26,65 30 0,35 3,35 -3 0,1225 11,2225 9

2 19 26,65 24 -7,65 -2,65 -5 58,5225 7,0225 25

2 28 26,65 24 1,35 -2,65 4 1,8225 7,0225 16

2 22 26,65 24 -4,65 -2,65 -2 21,6225 7,0225 4

2 25 26,65 24 -1,65 -2,65 1 2,7225 7,0225 1

2 26 26,65 24 -0,65 -2,65 2 0,4225 7,0225 4

2 27 26,65 24 0,35 -2,65 3 0,1225 7,0225 9

2 21 26,65 24 -5,65 -2,65 -3 31,9225 7,0225 9

3 24 26,65 25 -2,65 -1,65 -1 7,0225 2,7225 1

3 26 26,65 25 -0,65 -1,65 1 0,4225 2,7225 1

3 27 26,65 25 0,35 -1,65 2 0,1225 2,7225 4

3 23 26,65 25 -3,65 -1,65 -2 13,3225 2,7225 4

3 25 26,65 25 -1,65 -1,65 0 2,7225 2,7225 0

0,00 0,00 0,00 404,55 152,55 252,00

SST SSB SSE
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Tabela analizy wariancji

źródła 

zmienności
LSS SKO ŚKO Femp

ogólna 19 404,55

między 

grupami
2 152,55 76,275 5,145

błąd 17 252 14,823

p=0,0179
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Wnioskowanie w analizie wariancji

Przy prawdziwości statystyka

ma rozkład F-Fishera z liczbami stopni swobody vB i vE.

Jeżeli więc                            ,  to H0 odrzucamy. 

Merytorycznie formułujemy wniosek, że czynnik 

klasyfikacyjny istotnie wpływa na wartości badanej cechy.

Oznacza to jednocześnie, że co najmniej jedna średnia 

grupowa (obiektowa) różni się od pozostałych.

MSE

MSB
Femp 

H a a aa0 1 2 0:     

EB vvemp FF ,,



Grupa y ij

W 121 11 10 1 121 100 1

W 122 120 12 10 2 144 100 4

W 117 7 10 -3 49 100 9

J 111 1 5 -4 1 25 16

J 115 115 110 5 5 0 25 25 0

J 119 9 5 4 81 25 16

K 89 -21 -15 -6 441 225 36

K 95 95 -15 -15 0 225 225 0

K 101 -9 -15 6 81 225 36

0 0 0 1168 1050 118

kwadraty odchyleńiy y yyij  yyi  iij yy 

LSS SKO

8 1168
2 1050
6 118

0,00103
błędu 19,67

ogólna

między liniami 525,00 26,69

Źródło 

zmienności

ŚKO Femp p



Analiza wariancji :

 Pozwala ocenić istotność różnicy między 

średnimi grup (poziomów czynnika/ów)

 Pozwala ustalić wpływ przynależności 

jednostki do określonej grupy ze względu na 

wartość badanej zmiennej.

 Możemy porównywać więcej niż dwie grupy 

(poziomy czynnika).
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Czynnik oddziaływujący na wartości zmiennej losowej dość 
często nazywany jest czynnikiem badanym lub
klasyfikującym.  Czynnik ten może mieć charakter zarówno 
ilościowy (np. różny poziom białka w paszy), jak i jakościowy 
(np. różne rasy).

Przez poziomy czynnika rozumiemy jego wartości 
wpływające na podział populacji na podpopulacje.

Jeśli rozpatrywane są konkretne poziomy czynnika, wtedy 
czynnik nazywamy stałym.

Jeśli poziomy czynnika są reprezentacją wszystkich 
możliwych jego poziomów (np. ras, grup), to czynnik ma 
charakter czynnika losowego.

Rodzaje czynników
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Porównania szczegółowe

W przypadku odrzucenia hipotezy zerowej wiemy, że co
najmniej jedna średnia grupowa różni się od pozostałych.
Problemem pozostaje rozdzielenie średnich na tzw. grupy
jednorodne.

Pod pojęciem grupy jednorodnej będziemy rozumieć taki
zestaw średnich w populacjach, w którym dla każdej pary
średnich zachodzi związek:

y y NIRi i '
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Najmniejsza istotna różnica może być skonstruowana z 
użyciem różnych statystyk (najczęściej):

 Duncana, t-Studenta (LSD)

 t studentyzowanego rozstępu (NIR Tukey’a -HSD, 
Newmana-Keulsa)

 F (NIR Scheffego)

Ogólnie NIR będziemy wyznaczać wg wzoru:

gdzie jest wartością tablicową odpowiedniej statystyki, a
Sr błędem różnicy średnich.

NIR K Sr 

K
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Gdy w każdej podgrupie mamy taką samą liczbę 
obserwacji (np. n) błąd różnicy średnich wyznaczamy z 
wzoru:

W tych przypadkach, gdy liczba obserwacji w 
podgrupach jest różna, można skorzystać z wzoru:

gdzie

n

MSE
Sr

2


0

2

n

MSE
Sr 

Porównania wielokrotne – NIR (test Duncana)
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Przykład

W celu porównania 5 wybranych dodatków zaplanowano
eksperyment, w wyniku którego uzyskano poniższe
wyniki:

P1 P2 P3 P4 P5

1 8 8 7 7 7

2 7 9 7 9 6

3 7 8 8 7 7

4 8 9 7 8 6

Śred 7,5       8,5     7,25   7,75       6,5



Przykład - wyniki

źródła 

zmienności
LSS SS MS Femp

ogólna 19 15

między 

grupami
4 8,5 2,125 4,904

błąd 15 6,5 0,43

p=0,0078

Ponieważ P(Femp>Fα)<0,01 hipotezę o braku zróżnicowania między
dodatkami  odrzucamy. 

Oznacza to jednocześnie, że istnieją co najmniej 2 grupy jednorodne.
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Obliczamy                                          i NIR Tukey’a

Poniżej uporządkowane średnie dla dodatków i ich podział 
na grupy jednorodne.

P2 8.50 a

P4 7.75 0.75 ab

P1 7.50 1.00 0.25 ab

P3 7.25 1.25 0.50 ab

P5 6.50 2.00 1.25 b

Sr 



2 0 43

4
0 4654

.
.

NIR   288 04654 134. . .



Upupa epops
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