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wyklad 1

Powtorzenie statystyki
OPISOWE]
i podstaw rachunku
prawdopodobieristwa

Zmienne losowe



Przedmiotem badan statystyki:

sa zjawiska masowe wystepujace w przyrodzie lub
spoteczenstwie a dajace sie mierzy¢ np. produkcja
wyrobow, zuzycie materialéw, zatrudnienie,
zjawiska demograficzne, tempo wzrostu itd.

Traktujac te zjawiska jako losowe mozna zauwazy¢ dziatanie
przyczyn powodujacych pewne prawidlowosci. Przyczyny
moga by¢ gtéwne lub uboczne, ale ich dziatanie mozna
zauwazy¢ jedynie w wiekszej masie przypadkow (zjawiska
masowe). Badania stuzace wyjasnianiu tych przyczyn to
badania statystyczne.

U podstaw wspolczesnej statystyki lezy rachunek
prawdopodobienstwa



Podstawowe pojecia

Zbiorowos¢ statystyczna - zbidr jednostek
(obserwagji) nie identycznych, ale stanowigcych
logiczna catos¢

Zbiorowos¢ (populacja) generalna - skoriczony lub
nieskonczony zbior jednostek, ktére zamierzamy
poddac obserwacji

Proba - czes¢ (podzbidr) zbiorowosci generalnej,
ktora jest badana pod wzgledem ustalonej cechy
Proba losowa - losowo wybrane jednostki

Cecha badana - wlasciwos¢ jednostek zbiorowosci,
ktora moze stuzy¢ do odr6znienia poszczegolnych
obserwacji



Wilasnosci proby

» Ma okreslona liczebnos¢ (n)

* Jednorodnos¢ - nalezy do populagji
generalnej

e Reprezentatywnosé wzgledem
populacji generalnej




Cechy statystyczne dzielimy na

e Jakosciowe - opisuja jakosci
elementow zbiorowosci, np. kolor
oczu, wyksztalcenie, marka
samochodu

e [loSciowe — wartosci liczbowe

- skokowe - wartosci sg oddalone od
siebie, np. liczba dzieci w rodzinie,

- ciagle - wartosci sg w przedziale
liczbowym, np. wzrost cztowieka




Opis proby - statystyka opisowa

» Uporzadkowanie proby

» Prezentacja graficzna

e Parametry proby

e PorOwnania prob pod wzgledem
poziomu, zmiennoSsci i sko$nosci
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Rachunek prawdopodobienstwa
- podstawowe pojecia

o zdarzenie elementarne

 zbior wszystkich zdarzen
elementarnych to zdarzenie pewne (Q2)

Zbior Q moze by¢ skonczony lub nieskoriczony, przeliczalny lub
nieprzeliczalny

» zdarzenie losowe (0znaczane np. przez
A, B) jest podzbiorem Q

 zdarzenie niemozliwe, to zbidér pusty &



Klasyczna definicja
prawdopodobieristwa Laplace’a

N
P(A) =—
(A=

n - liczba zdarzen sprzyjajacych,

N - liczba wszystkich zdarzen
lub

P(A) =

Ol > |

dzie Q -miaraQ, A -miara A
8



Niezaleznos¢

zdarzenia A i B sa niezalezne gdy

P(AnB) =P(A)-P(B)

P(A) =%/ 19=0,5
P(B) =%/ 100 = 0,3
P(ANB)=13/,, =

A‘Jﬂ 0,15=0,5x0,3

1l 2 3 4 5 a F & 9 10



Prawdopodobieristwo warunkowe

prawdopodobienistwo zdarzenia A pod
warunkiem, ze zajdzie zdarzenie W

P(ANW)

P(A/W) = S)

A
Fa

.
Fa

1 253 ¢4 5 a7 &% 10
1 23 45 a7 & 9 10

P(A/W)=0,15/0,3=0,5 P(A/W)=0,05/0,3=1/6



Prawdopodobieristwo catkowite

P(A) =P(AlA)-P(A)+P(AIA)-P(A)+.+P(A/A)-P(A)

Gdzie A UAU.A=Q

P(A)=12/3, 03 +%/5- 02+
+12/40 .04 +6/,,-0,1 =
=(0,12+0,04 + 0,12+ 0,06=
= (0,34

1 23 4 5 a 7 & 9 10



wzOr Bayes'a na wielkos¢
prawdopodobienstwa a’posteriori

P(Ai /A) _ nP(A/Ai)' P(Ai)
ZP(A/A)-P(A)

1 2 3 4 5 a7 & 2 10

P(A3/A)=(%/4-04)/0,34="12/ 0,34=6/ 17



Zmienne losowe



Zmienna losowa

Zmienna losowa jest funkcja, w ktorej kazde;
wartosci x € R odpowiada pewien podzbidr
zbioru Q bedacy zdarzeniem losowym.

Zmienna losowa powstaje poprzez
przyporzadkowanie kazdemu zdarzeniu
elementarnemu liczby rzeczywistej. Wtedy wartos¢
zmiennej losowej ma swoje prawdopodobienstwo.

Czyli zmienna losowa ma wartosci oraz ich
prawdopodobienstwo



Typy zmiennej losowe;

Ze wzgledu na rodzaj zbioru zdarzen
elementarnych (skoriczony, nieskoriczony,
przeliczalny, nie przeliczalny) wyr6zniamy
typy zmiennych losowych:

# zmienna losowa skokowa - gdy Q skonczony
lub nieskoficzony ale przeliczalny

# zmienna losowa ciagla - gdy Q nie
przeliczalny i jest przedzialem lub suma
przedziatow



Funkcja rozkiadu

Funkcje przyporzadkowujaca kazde;
wartosci zmiennej losowej odpowiednie
prawdopodobienstwo nazywamy funkcja
prawdopodobienstwa zmiennej losowej

- funkcja rozkltadu prawdopodobieristwa
dla zmiennej losowej skokowej

- funkgja gestosci dla zmiennej losowej

ciaglej



funkcja rozkladu prawdopodobienstwa

f(xi): P(X :Xi): P



funkcja gestosci

f(x)=0 dla X €R

Ooraz

Tf(x)dx:l

—00



Zmienna losowa skokowa - przykiad

0 0,22
1 0,46
2 0,32




Wykres f.r.p.

- 0,6

0,4

02 ¢




Przyktad

Czy w tabeli przedstawiano rozklad zmiennej losowej?

Xj Pi
2 0,22
5 0,12
8 0,16
9 0,36
11 0,14




Dystrybuanta zmienne;
losowej - F(x)

Mozemy utworzy¢ funkcje taka, ktéra okresli
prawdopodobienstwo, ze zmienna losowa nie przekroczy
wartosci tej funkcji:

F(Xo) — F(X — Xo) — P(X < Xo)

funkcje te nazywamy dystrybuantg zmiennej losowej

F(Xo): P(X SXo): Z P(Xi): Zpi

Xi <X Xi <X



Dystrybuanta F(x)

Xi Pi F(x:)

0 0,22 \0,22

1 0,46 6,68

2 0,32 1
razem 1

kumulacja
prawdopodobieristwa



0,6

0,4
02 ®

Dystrybuanta

1,z

Y,/

Y,V

Y,J

()




Wiasnosci dystrybuanty

o ograniczona (wynika z wtasnosci
prawdopodobieristwa)

o prawostronnie ciagta
o niemalejaca

o okreslona dla liczb rzeczywistych



Przyklad

X; F(x) Okresli¢ f.r.p.
(—0;-2) 0
(2:1) 0,14
-2 0,14
(5;6) 0,65 1 0,18
6:7) | 0,81 > 0,33
6 0,16
(7 0) 1 7 0,19
suma 1




Przyklad

X; F(X i )

2 0,35

3 0,66 Ktore zdanie jest
4 1 prawda

P(3< X <4)=F(X =4)—F(X =3)=1-0,66 = 0,34
P(3< X <4)=F(X =4)—F(X =3)=1-0,66 = 0,34
P(B< X <4)=F(X =4)—F(X =3)=1-0,66 = 0,34
PB< X <4)=F(X =4)—F(X =3)=1-0,66 = 0,34



Parametry zmiennej losowej

# EX - wartos¢ oczekiwana

# D?X - wariancja

¢ DX - odchylenie standardowe

¢ inne, np. kwantyle, mediana, wartos¢ modalna itd.



Wartoéé¢ oczekiwana

EX =) X -p,

Wartos¢ oczekiwana EX wyznacza potozenie
najbardziej prawdopodobnej wartosci zmiennej
losowej



Wartoéé oczekiwana

EX =» X -p; =0-0,22+1-0,46+2-0,32 =

=0+0,46+0,64=11



Wariancja

Wariancja jest miarg rozrzutu wartosci
zmiennej losowej wokot wartosci oczekiwane;



Wariancja

0,6

04

02 ¢

D*X => x*-p,—EX?=0%.0,22+1*-0,46+2?-0,32-11" =

=0+0,46+1,28-1,21=0,53



Odchylenie standardowe

DX =+/D?X

Przedzial typowej zmiennosci

(EX — DX; EX + DX)

Wskaznik zmiennosci

EX 1,1 DX

D2X 0,53 VX =——
EX

DX 0,7280

VX 0,6618




Kwantyle

Kwantylem rzedu q zmiennej losowej X jest taka liczba x, ze

P(X<x,)=q czyli F(x,)=¢

Kwantyl rzedu !/, nazywamy mediang (Me), lub inacze;
wartoscig srodkowaq (EDs - dosis effectiva - mediana dawek
efektywnych, LD, - dosis lethal - mediana dawek
Smiertelnych - w medycynie czy przy truciznach).

» Kwantyle ¥/, dla k=1,2,3 to kwartyle
» Kwantyle ¥/,,dla k=1,2...9 to decyle
» Kwantyle ¥/, dla k=1,2...99 to centyle



Wartoséé srodkowa - mediana

Mediana (Me) to kwantyl rzedu 0,5

P(X <X,5)=05
czyli
F(X,5)=05

Jezeli EX=Me torozkilad zmiennejlosowejjest
symetryczny



Warto$¢ modalna

Wartos¢ modalna (Mo) to taka
wartos¢ zmiennej losowej X dla
ktorej funkcja rozkltadu ma
najwiekszg wartos¢.

Rozklad moze by¢ jedno i
wielomodalny



Wspolczynnik asymetrii

Wspotczynnik asymetrii (sko$nosci) rozkladu zmiennej losowej X :

. (Xi_EX)3°pi
m—iZ DX

Dla rozkladow jednomodalnych:

" EX —Mo
7/ —

DX

Gdy 7, =0 to rozklad symetryczny



Przyktad

W klatce znajduja sie cztery biate myszy i dwie szare. Myszy przechodza tunelem do innej
klatki, przy czym zakfadamy, ze wchodza do tunelu niezaleznie.Wartoscia zmiennej
losowej jest numer pierwszej szarej myszy przechodzacej tunelem.Wyznaczy¢ rozkiad
zmiennej losowe;.

Obliczy¢ EX, DX zmiennej losowe;j

1 5/15 EX:li+2i+3£+4£+5i:
2| 4715 15 " 15 15 15 15
3| 3/15 :5+8+9+8+5:35:Z

41 2/15 15 15 3

5| 1/15

2
D*X :12.£+22.i+32.i+42.£+52.i_ ! _
15 15 15 15 15 3
5+16+27+32+25 49 105 49 63-49 14
15 9 15 9 9 9




Zmienna losowa ma trzy wartosci. PI‘ZY |(+ ad
Wiadomo, ze P(X=2)=3*P(X=4); P(X=6) = 2*P(X=2)
Wyznaczy¢ rozklad zmiennej i obliczyc¢ parametry

X P EX =2.0,3+4-01+6-06=0,6+04+36=46
2 0,50 D2X =22.0,3+4%.01+6%-0,6—4,6%
‘; gzg —12+416+216-2116=324
1,00 DX =./324 =18 vX =28 _ 0,391=39,1%

B (2-4,6)°-0,3+(4—4,6)°-0,1+(6-4,6)°-0,6 _

y

18° Me=6- Mo=6
~17,576-0,3-0,216-0,1+2,744-0,6 Q =2
= = 1 -
5,832
 —52728-0,0216+16464 —3,648 Q=

= =—0,626
5,832 5,832



Przyktad

Zmienna losowa przedstawiona jest w tabeli
Wyznaczyc¢ rozklad zmiennej i obliczy¢ parametry

EX =1-04+2-0,2+3-01+4-01+5-0,2 =

S Pi =0,4+04+0,3+0,4+1=2,5

1 0,40

5 0.20 D*X =1°-0,4+2%-0,2+3*-01+4%-01+5%-0,2—2,5" =

3 0.10 =0,4+0,8+09+1,6+5-6,25=8,7-6,25=2,45

I s 525 1,565

5 0,20 DX =12,45=1565 VX = ’2 - =0,626 =62,6%

(2,5-1,565; 2,5+1,565) = (0,935 4,065)
- (-15)°-0,4+(-0,5)%-0,2+(0,5)° - 0,1+ (1,5)%-0,1+(2,5)%-0,2 _ Me=2 Mo =1
1,565 Q =1

~ —3375-0,4-0,125-0,2+0,125-0,1+3,375-0,1+15,625-0,2 !
N 3,835 - Q=4

~ —135-0,025+0,0125+0,3375+3125 21
b 3,835 3,835

= 0,548



Zmienna losowa ciggla

f () = {12(x2 ~x%) dlaxe(0,1)
0 dlax ¢(0,1)

f \
S
I

0 0,2 04 0,6 0,8 1 1,2




Podstawy rachunku catkowego

F(x) jest funkcja pierwotna dla f(x)

LSEM=F0) = [fd=Fx)+C

f f(x)dx =[F(x)]. = F(b) - F(a)



Podstawowe wzory

deX:C IldX=X+C
Xa+1
jxadx: +C,a#-1
a+1
jldx=ln\x\+c
X
" a’
ja dx = +C, a>0, a1
Ina



PI'ZYk1ad f (0 = {12(x2 —-x*) dlaxe(0,1)

0 dlax ¢(0,1)
[0=0 dla x <0
jf(x)dx:< [(12x%> -12x%)dx  dla0<x<1
(0=0 dla x> 1

1 1

3

1
[ F(0dx=[ (12x* ~12x*)dx = |12X?
0

4
_|12X_
4

0 0

=[ax*] ~I3x’| = (4-0)-(3-0)=1



Zm. ciggla - przykiad

f(X):<

0

f(x) 0.25 7 £(x)=0,2

0,2 1
015 - /\
f(x)=0,05+0,05x

0

0,05+ 0,05x
0,2
0,4 —-0,05x

f(x)=0,4-0,05x

dla x<-1
dla -1<x<3
dla 3<x<4
dla 4<x<8
dla x>8



Zm. ciggla - przykiad

+00 3 4 8
j f (x)dx = j (0,05 +0,05x)dx + j (0,2)dx + j (0,4 —0,05x)dx =
—00 -1 3 4

3 8

2

[0,05x+o,05"7

2

0.4% —0.05—
2

+|O,2x|;1 +

-1 4

={(0,05-3+0,025-3°)—(0,05-(-1) +0,025- (-1)*)} +
+{0,2-4-0,2-3}+
+{(0,4-8-0,025-8°)—(0,4-4—-0,025-4%)} =
={(0,15+0,225) - (-0,05+0,025)}+{0,8-0,6} +
+{(3,2-16)-(1,6-0,4)} =
={0,375+0,025}+{0,2}+{1,6-1,2}=0,4+0,2+0,4 =1



Zm. ciggta - przyklad

f(X) 0,25 ]




Dystrybuanta | m

0 0,4 0,8 1,2

1,2
0,9
0,6
0 dla x<0
0,3 F(x)=:4x®-3x" dla0<x<1
1 dlax>1
O ] | | | [ [ |



Zastosowanie dystrybuanty

0 dla x<-1
0,05x +0,025x%* +0,025 dla -1<x<3
F(x)=<0,2x-0,2 dla 3<x<4
0,25 - 0,4x —0,025x* — 0,6 dla 4<x<8
f(x) 1 dla x>8
0,2 -
0,15 -+
0,1 -
F(x=4)=0,6
y F(x=3)=0,4
-2 0 2 4 6 8 X 10

P(3<X<4)=F(X=4)-F(X=3)=0,6-0,4=0,2



Wartoéé¢ oczekiwana

Exzjx-f(x)dx

Wartos¢ oczekiwana EX wyznacza
polozenie najbardziej prawdopodobne;
wartosci zmiennej losowej



Wartoéé oczekiwana

1 1

4

127
4

5

122
5

1
EX :jx- f (X)dx :j(x-lzx2 —X-12x°)dx =
0

0 0

=[ax‘| ~[2.4x7 =(3-0)-(24-0)=0,6



Wartos$é oczekiwana J/\

+00 3 4 8
EX = j x- f(x)dx = j (0,05x + 0,05%%)dx + j (0,2x)dx + j (0,4x —0,05%?)dx =
—00 -1 3 4

3 4

_|_

2 3 8

[0,052— 10,05
2 3

2

022
2

2 3
042 _0052
2 3

_|_

-1 3 4

={(0,025-3* +0,05-3/,) ~ (0,025-(~1)? + 0,05-(‘1)%)}+
+{0,1-4° -01-3°}+

+{(0,2-87-0,05-84) - (0,2-4*~0,05-4)} =
={(0.225+0,45) - (0025-%05/)}+ {16 0,9} +
+{(128-2>94)-(32-3%4)}=

= {065+ 053+ {073 +{9.6 - 224/}=1095- 2235/ =10,95-745=35



Wariancja

D2X = T(x —EX)?- f(x)dx = sz f(x)dx —(EX )

Wariangcja jest miara rozrzutu wartosci
zmiennej losowej wokot wartosci
oczekiwanej



Wariancja

1 1

1 5
EX =[x f (x)dx—EX? =] (12x" —12x°)dx — 0,6 = 12):3 ~0,36 =
0

6
o
6

0 0

24x°| ~[2x?] ~036=(2,4-0)~(2-0)-0,36=0,04



f(x)

Wariancja

+00 3 4 8
D*X = [x*f(x)dx—EX? = [(0,05%* +0,05x°)dx + [ (0,2x*)dx + [ (0,4x* —0,05x°)dx —35” =
—00 -1 3 4

3 4 8

3 4

_ 0,052 +0,05%—
3 4

3

02X
3

3 4

+ 014X__0,05X— —3’52 =
3 4

-1

+

3

={(0,05-34 +0,05-3/) - (0,05- (‘% © 10,05 (‘1)%)}+
#0244 -02-343+

+{(04-874 ~0,05-8'/) ~(0.4-47 ~005-4/)}-35% =
={(045+00125-81) (- 905/ + 0,0125)}+ {128/ 1.8} +

+H{(2048 _512)- (584 -32)}-35" -

4

— {145+ 0’0% 31284 18+ {792/ 48} -12,05= 192’0% 60,6 = 64,0167 — 60,6 = 3,4167



Odchylenie standardowe

DX =+/D2X

Wskaznik zmiennoéci X

VX = ——
EX

EX 1,1 0,6 3,5
D2X 0,53 0,04 3,4167
DX 0,7280 0,2 1,8484
VX 0,6618 0,3333 0,5281




Kwantyle

Kwantylem rzedu q zmiennej losowej
X jest taka liczba x,, ze

P(X <Xx,)=0q czyh F(x,)=0



Kwantyle

fx) 0207 0 dla x<-1
0.2 - 0,05x +0,025x%* + 0,025 dla -1<x<3
0,15 - F(x) =40,2x-0,2 dla 3<x<4
014 0,4x —0,025x* - 0,6 dla 4<x<8
| 1 dla x>8
(y F(x=x L

0,05X, 55 +0,025x2 ,, +0,025 = 0,25
0,025x2 ,, + 0,05, ,; —0,225 = 0

A =0,052 —4-0,025- (—0,225) = 0,0025 + 0,0225 = 0,025
Xy 55 = (—0,05+/0,025) /(2-0,025) = 2,1623



Wspolczynnik asymetrii

Wspoélczynnik asymetrii (sko$nosci) rozkladu zmiennej losowej X :

+j)O(X —EX)’- f(x)dx

7= DX

Dla rozkladéw jednomodalnych:

~ EX-Mo
V1 DX

Gdy vy, =0 to rozklad symetryczny



Przykiad

Dla jakiej wartosci parametru A dana funkcja moze byc¢ funkcja
gestosci zmiennej losowej X. Obliczyc¢ EX, DX

-

1
—+ A dlal<x<4
f(X) =1 J/x
A 1 0 dla pozostalych
3
S o S R
D2X :szf(x)dX—EZX =}(XTZ—%x2jdx_%_
1 1 X

169 64 64 2 1 169 62 421 127
36595936536180

l\)\oo

5

5
d _@ EXZ—EXB
36 5 9 .
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