STATYSTYKA

Twierdzenia graniczne

Rozklady statystyk z proby



Twierdzenia graniczne

Jezeli rozpatrujemy ciag zmiennych losowych {X;; X,
;.. X, ), to zdarza sie, ze ich rozklady przy n—o
moga by¢ zbiezne do jednego rozkladu, ktory
bedzie nazywany rozkladem granicznym
(asymptotycznym) dla tego ciggu zmiennych
losowych.



,ztote” twierdzenie Bernoulli'ego

inaczej tzw. prawo wielkich liczb,

wraz ze wzrostem liczby przeprowadzanych
doswiadczen, z ktorych kazde moze zakoniczy¢ sie
sukcesem lub porazka, zaobserwowana czestos¢
sukcesu skupia sie wokot pewnej statej, rownej
prawdopodobienistwu sukcesu ,,p”

To twierdzenie stanowi podstawe statystycznej definicji
prawdopodobieristwa



twierdzenie Moivre’a — Laplacea

cigg dystrybuant standaryzowanych zmiennych
losowych o rozkladzie dwumianowym jest
zbiezny do dystrybuanty rozkladu normalnego
standaryzowanego N(0;1).

Z tego twierdzenia wynika, ze cigg niestandaryzowanych
dystrybuant zm. losowych o rozkladzie dwumianowym
jest zbiezny do rozkladu normalnego N (np; /np— p))

gdzie n oraz p s parametrami rozkladu dwumianowego



centralne twierdzenie graniczne
Lindenberg’a-Levy’ego,
mowi, ze zmienne, ktérych wartosci ksztaltuja sie pod

wplywem ztozenia wielkiej liczby czynnikéw losowych
maja rozklad normalny



Centralne twierdzenie graniczne

jezeli X, jest ciagiem niezaleznych zmiennych
losowych o tym samym rozkladzie i skonczone;
wariancji to cigg zmiennych losowych

zdaza przy n—oo 7 - i X
do rozktadu normalnego N (nEX ; /nDX)

Sume mozna zastgpic¢ Srednig, wtedy cigg zmiennych
losowych _1s
y Vo == le X.

DX
.zdaZa do rozkladu normalnego ~ N(EX ;W)



Rozktady statystyk z pr



Rozklady statystyk z proby

Préba Parametr Populacja
X Srednia arytmetyczna -wartosc¢ .
oczekiwana EX;m
52 warlancja D2X ; 02
S odchylenie standardowe DX; o

czestos¢ empiryczna -
prawdopodobieristwo P



Rozklady statystyk z proby

Jezeli znany jest rozklad statystyki z proby to na tej
podstawie mozna szacowac wartosci nieznanych
parametrow populacji. Znajomos¢ rozkladow statystyk z
proby jest zatem niezbedna we wnioskowaniu
statystycznym.

Rozklady statystyk z proby, w ktorych parametrem jest
liczba stopni swobody (zalezna od liczebnosci proby)
nazywane sg dokladnymi i s wykorzystywane w
przypadku matych prob.

Jezeli znalezienie dokladnego rozkladu statystyki nie jest
mozliwe, wykorzystywane sa rozklady graniczne
statystyk , ale wtedy wymagana jest duza proéba.



Srednia - wartosc¢ oczekiwana

X~N(m,0) - nie znana o

X —Mm
NS '\m"'t(N—l)

ma rozktad t-Studenta z Iss (v) = (N — 1)



Rozklad t-Studenta




Rozklad t-Studenta

12a=0,025

F(t=2,447)=0,975



Srednia - wartosc oczekiwana

Jezeli zmienna ma dowolny rozklad to na mocy
centralnego twierdzenia granicznego, dla duzych prob:

DX
Xy ~ N(EX,—)

VN



roznica srednich — r6znica wartosci oczekiwanych

Jesli X;~N(m,,0,) oraz X,~N(m,,c,) - odchylenia standardowe
s nieznane, to wyrazenie zawierajace roznice Srednich dwoéch
prob ma rozklad t-Studenta z liczbg st. swobody v= N;+N, —2

()_(1 N )_(2) B (ml B mz)
S. .

X1 —X5

~ TNy + N, - 2)

o (N, -DS7+(N,-DS; (1 1
N N, + N, -2



roznica srednich — r6znica wartosci oczekiwanych

Jesli zmienne X, oraz X, sa zmiennymi losowymi o
dowolnym rozkladzie to na mocy centralnego twierdzenia
granicznego dla duzych prob rozklad r6znicy dwoéch

Srednich arytmetycznych jest rozkladem normalnym:

2 2
X, — X, ~ N Exl—Exz;Jil1 + ;2
1 2




Wariancja w probie — wariancja w populacji

Jezeli zmienna losowa X ma rozkltad normalny
(X~N(m, o)), to dla dowolnej N-elementowej
proby ponizsza statystyka

ma rozktad Chi-kwadrat Pearson’a




Rozktad chi-kwadrat
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Iloraz wariancji dwoch prob i iloraz wariangji
dwoch populacji

Jesli zmienna losowa X;~N(m,,0,) oraz zmienna losowa
X,~N(m,,c,) to iloraz wariancji dwoch préb o
liczebnosciach N; i N, pobranych z dwoch populacji ma
rozklad F -Snedecora z Iss : N;-1 oraz N,-1,

2
Sl 2 2 2
61_81°02~F(N LN, —1)
2 I 2 2 1 W
SZ 5 Sz 01
02




Rozklad F - Snedecora

0,8 -




Czestos¢ empiryczna — prawdopodobienstwo

Jezeli proba jest duza (co najmniej 100-120 elementéw) i

obserwujemy w niej ceche o rozkladzie dwupunktowym, to

czestos¢ empiryczna sukcesu (W: m j
N

na mocy omowionych twierdzen granicznych, bedzie miata

rozklad normalny: -
. N[p;\/w-(N—W))

~ N(0;1)

a po standaryzacji:
W—-p

\/W-(l—W)
N




roznica czestosci empirycznych — roznica
prawdopodobienstw

Jezeli proby pochodzace z dwoch populacii sa duze (co najmnie;
100-120 elementow w kazdej) i w kazdej populacji obserwujemy
te sama ceche o rozktadzie dwupunktowym, to réznica czestosci
empirycznych sukceséw (w;-w,), na mocy oméwionych
twierdzen granicznych, bedzie miata rozkltad normalny:

1 1 m, +m
W, —wW, ~N| p.—p,; |W-(1-W)- + Zie W=—1—2
s fr o [ )| -



Whnioskowanie

Estymacja parametrow

populacji



Estymacja parametrow populacji

Estymator TN parametru populacji 0 to statystyka z proby

(czyli funkcja elementow proby), ktora stuzy do
oszacowania nieznanej wartosci parametru 0.

Estymacja punktowa: O=Ty 5,

Estymacja przedzialowa P(6= Ty£S )=1-«

Metody uzyskiwania estymatorow:
*  momentow
* najwiekszej wiarygodnosci



Wilasnosci estymatora

* nieobciazonos¢
Estymator nazywamy nieobcigzonym, wtedy, gdy wartos¢ oczekiwana
estymatora jest rOwna estymowanemu parametrowi,

czyli E(TN) =0

* zgodnoS§¢
Estymator jest zgodny, gdy jest stochastycznie zbiezny do szacowanego
parametru, czyli:

lim P{T, —6] <&}=1

N —o0
* efektywnosé
Estymator jest tym efektywniejszy im ma mniejsza wariancje
* dostatecznosé

Estymator jest dostateczny jeSli jest konstruowany na podstawie
wszystkim informacji z proby




Konstrukcja przedzialu ufnosci

f(t)

P(—t <t<t )=1-«



Konstrukcja przedziatu ufnosci

P(-t, <t<t )=1-«

P(-t, < Nl -\/ﬁ<ta):1—a
S S
P(-t, - —<X —m<t, - —)=1-«
“JN “IN
_ S - S
PX-t, - —<m<X+t, - —)=1-«
“ JN “IN



Ocena precyzji oszacowania

Miara precyzji estymagji jest wspotczynnik wzglednej
precyzji, czyli iloraz polowy dilugosci przedziatu do
wartosci estymatora: .




Przyklad

Skonstruowac 95% przedzial ufnosci dla wartosci oczekiwanej masy ciata cielat w
wieku 4 tygodni na podstawie losowo wybranej 9-cio elementowej proby, =72
kg oraz S = 12 kg. Oceni¢ precyzje tego oszacowania.

P(72—2,306-£ <m< 72+2,306-£

Vo Vo

P(72—9,224 < 1 < 72 +9,224) = 0,95
P(62,776 < m<81224) =0,95

) =1-0,05

12

o. =2306-
" 72.49

=0,1281=12,81%




Przyklad

Czy skonstruowany 95% przedzial utnosci dla wartosci oczekiwanej
zawartosci biatka w mleku na podstawie losowo wybranej proby jest

precyzyjny.

P(4,1<m<5,3)=0,95

_(53-41)*05 _ 06
(53+41)/2 47

—=12,71%



Przedzial ufnosci dla prawdopodobienstwa

P(w—ua-\/W(l_W) <|6<w+ua-\/w'(l_w)):1—a
N N

Precyzja oszacowania

(1-w)

o, =U,- Y



Precyzja przedzialowego oszacowania wartosci oczekiwanej
zaleznie od liczebnosci proby i odchylenia standardowego

0,5
— §=1 S=1,5 —S=

0,4
0,3
0,2
0,1 \

0 I I I I I

4 9 |4 |9 24 29



Precyzja przedzialowego oszacowania wartosci oczekiwanej
zaleznie od liczebnosci i poziomu ufnosci

0,3
= |.a = 0,90 |-a=095 e=—]|.3=0,99
0,2
0’ | \
0 I I I I I
4 9 14 19 24 29



Dtugos¢ przedziatu ufnosci dla prawdopodobienstwa
zaleznie od czestosci empirycznej w probie
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Whnioskowanie

Weryfikacja hipotez



Co nazywamy hipoteza

Kazde stwierdzenie o parametrach rozktadu lub
rozktadzie zmiennej losowej w populacji nazywac
bedziemy hipotezg statystyczng (H).

np.

Hipoteza statystyczna to dwie wartosci oczekiwane
dwoch populacji potgczone jednym z operatorow:
”:, >' <, ¢H.



Co nazywamy hipoteza

Hipoteza statystyczna jest zwykle formutowana na
podstawie  merytorycznego zagadnienia  czy
problemu.

np.

Hipoteza mowigca, ze obwdd klatki piersiowej bydta
rasy Shorthorn jest cechqg o rozktadzie normalnym,
Hipoteza informujgca, ze wariancja masy ciata jelenia

jest rowna 400 kg?



Podziat hipotez

W zaleznosci od ich fresci hipotezy
statystyczne mozemy podzieli¢ na

¢ parameftryczne (mowigce o
parametrach rozktadu)

* nieparametryczne (dotyczgce rozktadu
zmiennej losowej)



Podziat hipotez

Hipotezy dzielimy tez

* na weryfikowalne (oznaczane przez H,) -
takie do sprawdzenia prawdziwosci
ktorych istniejg narzedzia

* nie weryfikowalne (oznaczane przez H,)..



Werytikacja Hipotezy

Obiektywnie H
prawdziwa falszywa
: wlasSciwa
odrzucamy  btad Irodzaju (o)
decyzja
przyjmujemy wlasciwa btad II rodzaju (B)



Testy istotnosci

Obiektywnie H
prawdziwa falszywa
odrzucamy btad I rodzaju () wlasciwa




Przebieg weryfikacji hipotezy

Sformutowanie hipotezy zerowe|
Hy: 6=A

Weryfikowana hipoteza z reguty zawiera znak
rownosci miedzy parametrem 6 a zatozong
dla tfego parametru wartoscig, co wynika z
konstrukcji i wymagan testow statystycznych



Przebieg weryfikacji hipotezy

Dobranie hipotezy alternatywne]
H1

Hipoteza alternatywna stanowi
dopetnienie lub zaprzeczenie hipotezy
zerowe]. Mamy do wyboru jednq z frzech
MOozliwoSsCi:

H,: 0% A (zaprzeczenie H,)

albo

H,: 6>Alub H,: <A (uzupetnienie H)



Przebieg weryfikacji hipotezy

Proba

Wybor reprezentatywnej proby dla kazdej
populacji oraz scharakteryzowanie jej przy
pomocy potrzebnych parametrow (Srednia
odch. standardowe itd.)



Przebieg weryfikacji hipotezy

Dobdr testu statystycznego

Po wybraniu testu obliczana jest jego
empiryczna wielkosc : test, |

Wybor testu jest determinowany rodzajem
hipotezy zerowe] | probqg, gtownie jegj
liczebnoscig



Przebieg werytikacji hipotezy

Dobranie poziomu istotnosci a
| okreslenie obszaru krytycznego w

Obszar krytyczny to przedziat Ilub suma
przedziatdw liczbowych wyznaczonych przez
wartosci krytyczne.

Pole pod funkcjg rozktadu testu nad obszarem
krytycznym jest rowne poziomowi istotnosci a.

Potozenie obszaru krytycznego zalezy od
wybranej uprzednio hipotezy alternatywnej



Obszar krytyczny

f(t)

o/2 \ -/-oz/2




Obszar krytyczny

Rodzaj testu granice obszaru krytycznego
dwustronnego prawostronnego  Jewostronnego
t-Studenta (-00; -t ) U (L, ; ) (t,,, ;) (-00; -t
u (normalny
-0 ; -u,) U (U, ; ; -0 ; -
standaryzowany) (o0 5 -u1g) U ; 0) (Uyg 0) (o0 ; -Uyy)
v2-Pearson’a  0;12..,0V ®Wupi®) (X% i) (U

F-Snedecor’a  (0;F_, ) U(F,,;x) (F, ;o) 0;F.)



Podejmowanie decyzji

odrzucenie lub nie odrzucenie hipotezy
zerowej H,

Jesli obliczona wartosc testu (test,,,,) nalezy do obszaru
krytycznego hipoteza zastaje odrzucona



Przykiad

H,: m=6
H,: m>6

Préba: x=7,1, N=16, S=2

temp=2,2
a=0,05
t2C[; 15 =1,753

.krytyczny" poziom istotnosci
dla G:0,0ZZ, Tza; 15 = 2,2

- 005
1,753
Temp =2,2




Jaki test wybrac?

Test jest dopasowany do hipotezy zerowej oraz do
cechy i proby. Bierze sie pod uwage wielkosc
proby i rozktad analizowane] cechy w populacii



Hipoteza dotyczaca wartosci oczekiwanej cechy:

H, : EX = EX,

Jesli rozpatrywana cecha ma w populacji rozktad
normalny, to hipoteze mozna zapisac (H, : m =m,) |
stosuje sie test t-Studenta

X—m
temp: S O\/ﬁ



Hipoteza dotyczaca wartosci oczekiwanej cechy:

H, : EX = EX,

Jesli cecha nie ma rozktadu normalnego, to proba
musi by¢ duza i stosujemy test u

uemp = X_EXO \/N
S



Hipoteza dotyczaca wartosci oczekiwanych dwoch populagji

H,: EX,=EX,

Jesli cecha nie ma rozktadu normalnego, to proba
musi by¢ duza i stosujemy test u

X, —X
u . 1 2

emp
S
Nl NZ




Hipoteza dotyczaca wartosci oczekiwanych dwoch populagji

H,: EX,=EX,

Jesli rozpatrywana cecha ma w populacji rozktad
normalny, fo hipoteze mozna zapisac (H,: m; =m,) |
stosuje sie test t-Studenta

_ [N, -DS/+(N,-D)S; (11
N, +N, -2



Hipoteza dotyczaca wartosci oczekiwanych dwoch populacji
H,: m,=m,

Warunkiem wyboru testu t-Studenta jest nieodrzucenie
na poziomie istotnosci 0,05 Hipotezy o rownosci
wariancji (Ho: gf = .;*_7 )

W przeciwnym przypadku uzywamy test C-Cochrana
X; =X,

emp
S
Nl NZ

. wartosciami krytycznymi:

C

o,V Slz +t0£V 822
i Nl - N2
gdzie v,=N,-1; V,=N,-1 ’ SR
Nl N2




Hipoteza dotyczaca wariancji cechy w dwoch populacjach

" 2
H,: oy =0,

Jesli rozpatrywana cecha ma rozktad normalny,
stosuje sie test F-Snedecora

. Sl2

emp ¥
2

-



Hipoteza dotyczaca wariancji cechy w populacji

o 2 2
Hy:5? =5/

Jesli rozpatrywana cecha ma w populacji rozktad
normalny, stosuje sie test chi-kwadrat

N —1)S?
Y =

>
o



Przykiad

Pytanie — czy zawartosC fttuszczu w mieku jest rozna u
kdz roznych rase

Wylosowano po 13 kdz z kazdej z dwdch ras, zmierzono
zawartosc ttuszczu w ich mleku i uzyskano: = 4,6%, S, =

0,15%, = 4,1%, S,= 0,19%

. 2 2

5 2 2 2
H,: o/ >0, =09 160
P (015)
Obszar krytyczny (2,69 ; «)
Hy, : my=m,
H. : m,>m
1o UL 2 _
temp = o4 = 7,4473
12-0,0361+12-0,0225.( 1.1 j
24 13 13

Olbszar krytyczny (2,42 ; «)



Hipoteza dotyczaca wartosci prawdopodobienstwa

sukcesu w populacji H, : p = p,

Hipoteze te mozna weryfikowac jedynie, gdy
proba jest duza (N>100), gdyz stosowany test u
wykorzystuje twierdzenie graniczne

W—Pg

Uemp =
\/ Po(1— Po)
N




Przykiad

W celu sprawdzenia doktadnosci wskazanh wagi zwazono 5 razy
tego samego psa i uzyskano nastepujgce wyniki: 8,99 kg, 8,98 kg,
9.00 kg, 9,01 kg, 8,97 kg. Uzngje sie wage za wiarygodnq, jesli
wariancja powtorzen nie przekracza 0,0001 kg?2.

Nalezy zweryfikowac
H, : 62=0,0001
H, : 62> 0,0001 (prawostronna hipoteza alternatywna)

—g (8,99+8,98+9,00+9,01+8,97) =8,99

g2 411[(899 8,99) + (8,98 —8,99) + (9,00—8,99) + (9,01—8,99)° + (8,97 —8,99)° | = 0,00025

Lo, - (51000025
0,0001

obszar krytyczny: (9,488 ; «)



Hipoteza dotyczaca wartosci prawdopodobienstwa

sukcesu w dwoch populacjach HO ' P1= P>

Hipoteze te mozna weryfikowac gdy proby sg
duze, stosowany test u :

W1 I Wz

uemp S W= ——
Jwa—w)

N

m, +m, N = N, -N,
N, + N, N; + N,

W =



Hipotezy nieparametryczne

O zgodnosci rozktadu cechy z rozktadem
teoretycznym

O niezaleznosSci dwoch cech

O losowosci wyboru proby



Hipotezy nieparametryczne

O zgodnosci rozkladu cechy z rozkladem
teoretycznym

O niezaleznosci dwoch cech

O losowosci wyboru préby



Hipoteza o zgodnosci rozkladu cechy z

rozkladem teoretycznym

Rozklad teoretyczny pozwala wyznaczy¢
prawdopodobienstwa p; w kazdej klasie. Stuzg one do
obliczenia teoretycznych liczebnosci (p;N) a te
porOwnywane sg z empirycznymi (n,). Testem do
weryfikacji hipotez jest test zgodnosci Chi-kwadrat:

(n_plN)
Koy = Z oN




H,: Rozktad grup krwi A:B:AB:0 jest jak 3:2:2:1

klasa n, p. pN  (n-pN)2/pN
A 53 0375 50,256 0,150
B 2D o250 3350 2,157
AB 39 o025 33,50 0,903
0 17 o125 16,75 0,004

134 Chi¢, = 3,214 a= 0,3598

emp™
|ss = 3



o zgodnosci rozkladu cechy z rozkladem

teoretycznym

Test Kolmogorowa

Dla cech ciagltych i znanych parametréw rozkladu
teoretycznego

=

;Z“emp — (Sup‘ I:N (Xi ) - |:teor (Xi )‘)




Przykiad

H0 : X~N(15;2,5) (cecha X ma rozktad normalny o parametrach (15;2,5)
H1 : X¢N(1 5;2,5) (cecha X ma rozkfad normalny o parametrach 15;2,5)

wartos$¢ cechy dol12 |12-14|14-16 | 16 - 18 | 18 - 20 | pow. 20
liczebnosé empiryczna (n;) 10 26 56 64 30 14
czestos¢ empiryczna (w;) 0,05 0,13 0,28 0,32 0,15 0,07
dystrybuanta empiryczna 0,05 0,18 0,46 0,78 0,93 1
Fn(XiZ)

dystrybuanta teoretyczna 0,1151 | 0,3446 | 0,6554 | 0,8849 | 0,9773 1
F(xi2)

modut réznicy dystrybuant 0,0651 | 0,1646 [0,1954 | 0,1049 | 0,0473 0

Aamp = 0,1954-4/200 = 2,7634




Test Shapiro Wilka

8

2
=1

- 12
ay i (Xnsieny = Xeiy)

emp

Z(Xi _)_()2

ay; $q wartosciami odczytywanymi z tablic wspotczynnikow testu
Shapiro-Wilka zaleznymi od wielkosci proby (N) oraz od numeru w
uporzgdkowanej probie (i).

N Ll

Zapis oznocz%?%eéé catkowitqg liczby 9



Wspolczynniki (ay ;) testu Shapiro-Wilka

i\N 3 4 5 6 7 8 9 10

1 0,7071 0,6872 0,6646 0,6431 0,6233 0,6052 0,5888 0,5700
2 0000 ,1677 2413 2806 ,3031 ,3164 3244 3291
3 0000 ,0875 ,1401 1743 ,1976 2141
4 0000 0561 ,0947 1224
5 10000 ,0399
iWN | 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

1 10,5601 0,5475 0,5359 0,5251 0,5150 0,5056 0,4968 0,4886 0,4808 0,4734
2 | 3315 3325 3325 3318 3306 ,3290 ,3273 3253 ,3232 3211
3 | 2260 2347 2412 2460 2495 2521 2540 2553 2561 2565
4 | 1429 1586 1707 1820 ,1878 1939 1988 2027 2059 2085
5 | 0695 ,0922 1099 1240 1353 1447 1524 1587 1641 1686
6 | ,0000 ,0303 ,0539 ,0727 ,0880 ,1005 ,1109 ,1197 1271 1334
7 0000 ,0240 0433 ,0593 ,0725 ,0837 ,0932 1013
8 0000 0196 ,0359 ,0496 ,0612 0711
9 0000 ,0013 0303 0422
10 10000 ,0140




1

emp
)

Przykiad

+0,1878- (1,638 +1,403) + 0,1353- (1,520 + 1,082) + 0,0880 - (1,281 + 0,878) +

0,0433-(0,842 +0,602))

_ (8,7730)*

N\« 0,05 0,01

3 0,767 0,753

4 0,748 0,687

5 0,762 0,686

6 0,788 0,713

7 0,803 0,730

8 0,818 0,749

[ 9 0,829 0,764
10 0,842 0,781

=3,935

o = (0; 0,881).

Wartosci krytyczne (W, x) testu Shapiro-Wilka

N\a 0,05 0,01
11 0,850 0,792
12 0,859 0,805
13 0,866 0,814
14 0,874 0,825
15 0,881 0,835
16 0,887 0,844
17 0,892 0,851
18 0,897 0,858
19 0,901 0,863
20 0,905 0,868

= 1056 (0,5150- (3,719 + 4,679) + 0,3306 - (3,561 + 3,561) + 0,2495 - (1,643 + 2,036) +

N\ a 0,05 0,01
21 0,908 0,873
22 0,911 0,878
23 0,914 0,881
24 0,916 0,884
25 0,918 0,888
26 0,920 0,891
27 0,923 0,894
28 0,924 0,896
29 0,926 0,898
30 0,927 0,900

(yi _yi)

-1,082
3,561
1,520
-0,878
-4,679
-3,561
-1,403
-2,036
1,638
1,281
-0,602
1,643
3,719
0,036
0,842



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19




Wartosci krytyczne rozktadu serii

P(k<K,nn)=a

a=0,05 a=0,025

n2n1 23 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 n;11 23 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

2 2

3 3

4 2 4

5 2 2 3 5 2 2

6 2 3 3 3 6 2 2 3 3

7 2 3 3 4 4 7 2 2 3 3 3

8 2 2 3 3 4 4 5 8 2 3 3 3 4 4

9 22 3 4 4 5 5 6 9 2 3 3 4 4 5 5

10 |12 3 3 4 5 5 6 6 6 10 2 3 3 4 5 5 5 6

11 |12 3 3 4 5 5 6 6 7 7 11 2 3 4 4 5 5 6 6 7

12 |12 3 4 4 5 6 6 7 7 8 8 12122 3 4 4 5 6 6 7 7 7

13123 4 4 5 6 6 7 8 8 9 9 3122 3 4 5 5 6 6 7 7 8 8

14 |23 4 5 5 6 7 7 8 8 9 9 10 14 12 2 3 4 5 5 6 7 7 8 8 9 9

15 123 4 5 6 6 7 8 8 9 9 10 10 11 15123 3 4 5 6 6 7 7 8 8 9 9 10

6 123 4 5 6 6 7 8 8 9 10 10 11 11 11 16 |2 3 4 4 5 6 6 7 8 8 9 9 10 10 11

17 |12 3 4 5 6 7 7 8 9 9 10 10 11 11 12 12 7 12 3 4 4 5 6 7 7 8 9 9 10 10 11 11 11

8 123 4 5 6 7 8 8 9 10 10 11 11 12 12 13 13 8|23 4 5 5 6 7 8 8 9 9 10 10 11 11 12 12

19 |23 4 5 6 7 8 8 9 10 10 11 12 12 13 13 14 14 91|23 4 5 6 6 7 8 8 9 10 10 11 11 12 12 13 13

20 (2 3 4 5 6 7 8 9 9 10 11 11 12 12 13 13 14 14 15 20 |12 3 4 5 6 6 7 8 9 9 10 10 12 12 13 13 13 13 14
0=0,95 =0,975

nznl 23 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 n;h 23 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

2 4 2 4

3 5 6 3 |5 6

4 56 7 4 |5 7 8

5 57 8 8 5 |57 8 9

6 S7 8 9 10 6 |57 8 9 10

7 57 8 9 10 11 7 57 9 10 11 12

8 57 9 10 11 12 12 8 |57 9 10 11 12 13

9 57 9 10 11 12 13 13 9 |57 9 11 12 13 13 14

10 |5 7 9 10 11 12 13 14 15 10 |5 7 9 11 12 13 14 15 15

11 |5 7 9 11 12 13 14 14 15 16 11 |5 7 9 11 12 13 14 15 16 16

12 |5 7 9 11 12 13 14 15 16 16 17 12 |5 7 9 11 12 13 15 15 16 17 18

13 |5 7 9 11 12 13 14 15 16 17 17 18 13 |5 7 9 11 13 14 15 16 17 18 18 19

14 |5 7 9 11 12 13 15 16 16 17 18 19 19 14 |5 7 9 11 13 14 15 16 17 18 19 19 20

15 |5 7 9 11 13 14 15 16 17 18 18 19 20 20 15 |5 7 9 11 13 14 15 17 17 18 19 20 21 21

16 |5 7 9 11 13 14 15 16 17 18 19 20 20 21 22 16 |5 7 9 11 13 15 16 17 18 19 20 20 21 22 22

17 |5 7 9 11 13 14 15 16 17 18 19 20 21 21 22 23 17 |5 7 9 11 13 15 16 17 18 19 20 21 22 22 23 24

18 (5 7 9 11 13 14 15 17 18 19 20 20 21 22 23 23 24 18 (5 7 9 11 13 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 24 25

19 (5 7 9 11 13 14 15 17 18 19 20 21 22 22 23 24 24 25 19 (5 7 9 11 13 15 16 17 19 20 21 22 22 23 24 25 25 26

20 |5 7 9 11 13 14 16 17 18 19 20 21 22 23 24 24 25 26 26 20 |5 7 9 11 13 15 16 17 19 20 21 22 23 24 24 25 26 26 27







